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ANNOTATION 


T h i s  m o n o g r a p h  c l a s s i f i e s  t h e  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  o f  

t h e  i n f l u e n c e  o f  s u c t i o n  o f  a f l u i d  t h r o u g h  t h e  p e r m e a b l e  s u r f a c e  

o f  a b o d y  o n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  a n d  

t h e  a e r o d y n a m i c  d r a g .  The c a s e  of a n  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  i s  s t u d i e d  

T h i s  m o n o g r a p h  i s  i n t e n d e d  f o r  e n g i n e e r s ,  s c i e n t i s t s ,  s t u d e n t s  

a n d  g r a d u a t e  s t u d e n t s  who a r e  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  t e c h n i c a l  a p p l i c a 

t i o n s  o f  b o u n d a r y  l a y e r  t h e o r y  i n  a v i a t i o n ,  s h i p  b u i l d i n g  a n d  power  

m a c h i n e  c o n s t r u c t i o n .  E d i t o r - i n - c h i e f :  V . M .  I v c h e n k o .  
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FOREWORD 

The b o u n d a r y  l a y e r  t h e o r y  w a s  c r e a t e d  m o r e  t h a n  6 0  y e a r s  a g o .  
A t  t h e  p r e s e n t  t i m e  i t  i s  w i d e l y  u s e d  b y  s c i e n t i s t s  a n d  e n g i n e e r s  
i n  a v i a t i o n ,  s h i p  b u i l d i n g  a n d  p o w e r  m a c h i n e  c o n s t r u c t i o n .  The 
w e l l - k n o w n  m o n o g r a p h s  o f  L . G .  L o y t s y a n s k i y  [ 4 4 1  a n d  G .  S c h l i c h t i n g  
[ 5 5 1 ,  i n  w h i c h  b a s i c  a t t e n t i o n  w a s  p a i d  t o  i n v e s t i g a t i o n s  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  o n  a n  i m p e r m e a b l e  s u r f a c e ,  were d e v o t e d  t o  a g e n e r 
a l i z a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h e o r y .  

I n  r e c e n t  t i m e s  c o n s i d e r a b l e  a t t e n t i o n  h a s  b e e n  p a i d  t o  t h e  
d e v e l o p m e n t  a n d  r e f i n e m e n t  o f  p a r t i c u l a r  p r o b l e m s  o f  c o n t r o l  o f  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  I n  t h e  p r e s e n t  m o n o g r a p h  a n  a t t e m p t  h a s  b e e n  
made t o  s y s t e m a t i c a l l y  d i s c u s s  t h e  t h e o r y  o f  c o n t r o l  o f  t h e  l a m i n a r  
b o u n d a r y  l a y e r  b y  m e a n s  o f  s u c t i o n  o f  a f l u i d  t h r o u g h  t h e  p e r m e a b l e  
s u r f a c e  o f  a b o d y .  One of  t h e  r e a s o n s  f o r  w r i t i n g  t h i s  m o n o g r a p h  
i s  t h e  f a c t  t h a t  a l m o s t  a l l  i n v e s t i g a t i o n s  o n  t h e  t h e o r y  o f  t h e  
1 . a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  of  s u c t i o n  h a v e  b e e n  p u b l i s h e d  
i n  p e r i o d i c a l s  a n d  h a v e  n o t  b e e n  c l a s s i f i e d .  I n  t h i s  m o n o g r a p h  w e  
look a t  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  o f  a n  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d .  The  s e l e c 
t i o n  o f  m a t e r i a l s  f o r  t h i s  m o n o g r a p h  h a s  b e e n  d u e  t o  some d e g r e e  t o  
t h e  s c i e n t i f i c  i n t e r e s t  o f  t h e  a u t h o r .  

The  f i r s t  c h a p t e r  i s  d e v o t e d  t o  d e r i v i n g  b a s i c  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  a n d  o b t a i n i n g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w h i c h  t a k e  i n t o  
a c c o u n t  t h e  s p e c i f i c s  o f  t h i s  p r o b l e m ,  $ . e . ,  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  
o f  s m a l l  a m o u n t s  of  f l u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h r o u g h o u t  t h e  
p e r m e a b l e  s u r f a c e  o f  a b o d y .  F u r t h e r m o r e  i n  t h e  same  c h a p t e r  t h e  
d e r i v a t i o n  i s  g i v e n  f o r  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p s  w h i c h  h a v e  f o u n d  
w i d e  u s e  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  f o r  c o m p u t i n g  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

I n  t h e  s e c o n d  c h a p t e r  w e  d i s c u s s  t h e  a v a i l a b l e  p r e c i s e  s o l u 
t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  
o f  s u c t i o n .  The p r e c i s e  s o l u t i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  of 
c o n v e r g i n g  s e r i e s  or d e t a i l e d  t a b l e s  o b t a i n e d  by  u s i n g  a c o m p u t e r .  
We s t u d i e d  e s p e c i a l l y  t h e  ca se  w h i c h  i s  o f  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  of t h e  
i n t e n s i v e  s u c t i o n  of a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r .  

I n  t h e  t h e o r y  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  a n y  c o r r e c t l y  f o r m u 
l a t e d  p r o b l e m  may b e  s o l v e d  b y  n u m e r i c a l  m e t h o d s .  However  t h e  
q u a l i t a t i v e l y  v i s i b l e  a p p r o x i m a t e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  a r e  a l s o  
i m p o r t a n t .  I n  t h i s  r e s p e c t  C h a p t e r  3 o f  t h e  m o n o g r a p h  i s  d e v o t e d  
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t o  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  o f  c o m p u t i n g  a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r .  Here 
t h e  w e l l - k n o w n  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  a r e  g i v e n  t h a t  a r e  b a s e d  on t h e  
i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  o f  i m p u l s e s ,  e n e r g y  a n d  " t h r e e  moment s" ,  a n d  
a l s o  t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  o f  S h v e t s  a n d  T a r g .  

C h a p t e r  4 i s  d e v o t e d  t o  t h e  p r o b l e m  o f  s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  
o n  a m o v a b l e  w i n g ,  a n d  a l s o  o n  a b o d y  o f  r e v o l u t i o n  a n d  o f  p r o l a t e  
b o d i e s  o f  a r b i t r a r y  s h a p e .  

C h a p t e r  5 i s  d e v o t e d  t o  a p r o b l e m  t h a t  i s  o f  p r a c t i c a l  i n t e r 
e s t ,  i . e . ,  a d i s c u s s i o n  o f  t h e  e x i s t i n g  m e t h o d s  o f  c o m p u t i n g  t h e  
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  s l o t t e d  s u c t i o n .  Here t h e  m e t h o d s  o f  
Wuest  a n d  Lachmann a r e  s t u d i e d .  I n  c o n c l u s i o n  o f  t h i s  c h a p t e r  a 
s i m p l e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  o f  c o m p u t a t i o n  i s  g i v e n .  

I n  t h e  l a s t ,  t h e  s i x t h ,  c h a p t e r  t h e  b a s i c  p r o b l e m s  o f  o p t i m a l  
s u c t i o n  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  a r e  s t u d i e d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  
s u b s t a n t i a l l y  r e d u c i n g  t h e  r e s i s t a n c e  o f  b o d i e s  m o v i n g  a t  h i g h  v e l o 
c i t i e s .  T h i s  p r o b l e m  i s  d i s c u s s e d  n o t  o n l y  f r o m  t h e  p o s i t i o n  o f  
t h e  t h e o r y  o f  h y d r o d y n a m i c  s t a b i l i t y  b u t  a l s o  f r o m  t h e  p o s i t i o n  of 
t h e  c o n v e r s i o n  o f  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n t o  a t u r b u l e n t  l a y e r ,  
t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  o f  t h e  f l o w  a n d  t h e  
r o u g h n e s s  o f  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y .  Such  a n  a p p r o a c h  p e r m i t s  
d e v e l o p i n g  t h e  m e t h o d s  o f  c o m p u t i n g  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  a l a m i n a r  
b o u n d a r y  l a y e r  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  b a s i c  f a c t o r s  e n c o u n t e r e d  i n  
t e c h n i c a l  a p p l i c a t i o n s .  

I t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  c i t e  a c o m p l e t e  b i b l i o g r a p h y  o n  t h e  p r o 
b l e m  o f  s u c t i o n  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r .  T h e r e f o r e  t h i s  b o o k  
i n c l u d e s  o n l y  a summary o f  t h e  l i t e r a t u r e  w i t h  w h i c h  t h e  a u t h o r  i s  
s u f f i c i e n t l y  f a m i l i a r  a n d  t o  w h i c h  r e f e r e n c e s  a r e  c i t e d  i n  t h e  t e x t .  

E x a m p l e s  o f  t h e  p o s s i b l e  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  q u e s 
t i o n s  h a v e  n o t  b e e n  r e f l e c t e d  i n  t h e  m o n o g r a p h .  To some d e g r e e  
t h e  a r t i c l e s  b y  t h e  a u t h o r  [ 2 6 , 3 5 1  h a v e  b e e n  d e v o t e d  t o  t h i s  p u r p o s e .  
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C H A P T E R  1 

DIFFERENTIAL P R A N D T L  EQUATIONS. I N T E G R A L  RELATIONSHIPS 
A N D  B O U N D A R Y  CONDITIONS. 

D e r i v i n g  t h e  P r a n d t l  E q u a t i o n s .  B a s i c  I n i t i a l  
and  Boundary C o n d i t i o n s  

The s t e a d y  i s o t h e r m a l  f l o w  o f  a v i s c o u s  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  
i n  t h e  a b s e n c e  o f  mass  f o r c e s  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  N a v i e r - S t o k e s  
e q u a t i o n s  w h i c h  i n  a r e c t a n g u l a r  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  h a v e  t h e  
f o r m  C 4 7 1  

(1.1) 


He r e  -t i s  t h e  t i m e ;  u ,  v a n d  w a r e  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  v e l o c i t y  
V e c t o r  o n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o o r d i n a t e  a x e s ;  p i s  t h e  p r e s s u r e ;  p 
and 1-1 a r e  t h e  d e n s i t y  a n d  t h e  d y n a m i c  c o e f f i c i e n t  o f  v i s c o s i t y  o f  

a 2  a 2  aat h e  f l u i d ;  t h e  o p e r a t o r  A =I-
ax2 

f ay'+S -

I t  i s  n e c e s s a r y  t o  a s s o c i a t e  t h e  e q u a t i o n  o f  d i s c o n t i n u i t y  w i t h  
t h e s e  e q u a t i o n s  

a u a v a 0-+ -+ -=o .  ax ay (1.2) 

S y s t e m s  (1.1) a n d  ( 1 . 2 )  c o n s i s t  of n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a 
t i o n s  i n  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  h a v i n g  a r a t h e r  c o m p l e x  f o r m .  I n  f i n a l  

-.  -~ - ~ _ _ _ .  _ _  .- . .  . ~.'. 
Numbers i n  t h e  m a r g i n  i n d i c a t e  p a g i n a t i o n  i n  t h e  f o r e i g n  t e x t .  
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f o r m  t h i s  s y s t e m  may b e  i n t e g r a t e d  o n l y  i n  a c o m p a r a t i v e l y  s m a l l  
number  o f  p a r t i c u l a r  c a s e s .  D e v e l o p m e n t  of t h e  t h e o r y  o f  m o t i o n  o f  / 6  
a v i s c o u s  f l u i d  h a s  o c c u r r e d  m a i n l y  b y  t h e  u s e  o f  a p p r o x i m a t e  me thods -
o f  i n t e g r a t i n g  t h e  e q u a t i o n s .  

The  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a v i s c o u s  f l u i d  i n  m a t h e m a t i c a l  f o r m  
e x p r e s s  t h e  e q u i l i b r i u m  o f  t h e  f o r c e s  o f  p r e s s u r e  a n d  i n e r t i a  as 
w e l l  as  t h e  f o r c e s  o f  i n t e r n a l  f r i c t i o n .  i f  it i s  c o m p l e t e l y  i m p o s 
s i b l e  t o  i n t e g r a t e  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a v i s c o u s  f l u i d ,  t h e n  
i n  t h e  p r o c e s s  o f  d e v e l o p i n g  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  w e  c a n  d i s c a r d  t h e  
v a l u e  o f  o n e ,  : . e . ,  t h e  l e a s t  i m p o r t a n t ,  o f  t h e s e  f o r c e s .  The  
s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  f o r c e s  o f  p r e s s u r e  c a n  n e v e r  b e  d i s c a r d e d  s i n c e  
t h e s e  a r e  t h e  i n t e r n a l  f o r c e s  b y  m e a n s  o f  w h i c h  t h e  e q u i l i b r i u m  o f  
a l l  t h e  o t h e r  f o r c e s  i s  a c c o m p l i s h e d .  If w e  i g n o r e  t h e  f o r c e s  o f  
i n t e r n a l  f r i c t i o n  a n d  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  f o r c e s  o f  i n e r t i a  w e  
o b t a i n  t h e  e q u a t i o n  of t h e  h y d r o d y n a m i c s  o f  a n  i d e a l  l i q u i d .  If we 
d i s c a r d  t h e  f o r c e s  o f  i n e r t i a  a n d  r e t a i n  t h e  f o r c e s  o f  f r i c t i o n  w e  
a r r i v e  a t  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a f l u i d  w i t h  a h i g h  v i s c o s i t y .  

However ,  many f l u i d s  w i t h  t h e  m o t i o n  o f  w h i c h  w e  a r e  o f t e n  
c o n c e r n e d  i n  s o l v i n g  p r a c t i c a l .  p r o b l e m s  h a v e  a v e r y  low v i s c o s i t y .  
Such  f o r  e x a m p l e  a r e  w a t e r  a n d  a i r .  If s i m u l t a n e o u s l y  t h e  c h a r a c 
t e r i s t i c  d i m e n s i o n  o f  a s t r e a m l i n e d  b o d y  a n d  a v a l u e  o f  t h e  r a t e  o f  
f l o w  a r e  h i g h ,  w e  t h e n  o b t a i n  a f l o w  w i t h  l a r g e  R e y n o l d s  n u m b e r s .  
I n  s u c h  c a s e s ,  as  e x p e r i m e n t  s h o w s ,  t h e  i n f l u e n c e  o f  v i s c o s i t y  i s  
e x p r e s s e d  o n l y  n e a r  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s t r e a m l i n e d  b o d y .  T h i s  f a c t  
w a s  n o t e d  as  l o n g  a g o  a s  1 8 8 0  b y  D.I. M e n d e l e y e v  i n  h i s  i n v e s t i g a 
t i o n s  w h i c h  were d e v o t e d  t o  t h e  p r o b l e m  o f  r e s i s t a n c e  t o  t h e  m o t i o n  
o f  l i q u i d s .  

The  i n f l u e n c e  o f  v i s c o s i t y  n e a r  t h e  s u r f a c e  i s  s u b s t a n t i a l  f o r  
t h e  same  r e a s o n  t h a t  e v e n  l i q u i d s  w i t h  a n  i n s i g n i f i c a n t  v i s c o s i t y  
r e t a i n  t h e  p r o p e r t y  t o  a d h e r e  t o  a s o l i d  s t r e a m l i n e d  s u r f a c e .  I n  
p r o p o r t i o n  t o  t h i s  d i s t a n c e  f r o m  t h e  s u r f a c e  t h e  r a t e  of m o t i o n  o f  
a f l u i d  r a p i d l y  i n c r e a s e s  and  a t  a c e r t a i n  d i s t a n c e  6 f r o m  t h e  s u r 
f a c e  a s s u m e s  a v a l u e  w h i c h  i s  p r a c t i c a l l y  e q u a l  t o  t h e  r a t e  o f  e x 
t e r n a l  f l o w .  T h i s  l a y e r  h a v i n g  a t h i c k n e s s  6 i n  w h i c h  t h e  s p e e d  
of t h e  l i q u i d  n e a r  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  v a r i e s  f r o m  z e r o  t o  t h e  
s p e e d  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w  i s  c a l l e d  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  T h e  c o n 
c e p t  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  w a s  u s e d  b y  Z h u k o v s k i y  i n  r e f e r e n c e  [ 7 1  
p u b l i s h e d  i n  1 8 9 0 .  H o w e v e r ,  o n l y  P r a n d t l  C 8 9 1  i n  1 9 0 4  w a s  a b l e  t o  
f o r m u l a t e  t h e  b a s i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  a f l u i d  m o t i o n  i n  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r .  P r a n d t l  p r o p o s e d  t h e  m a t h e m a t i c a l  t h e o r y  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  w h i c h  w a s  l a t e r  f o u n d  t o  b e  v e r y  f r u i t f u l  a n d  w h i c h  
r e c e i v e d  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n  i n  s o l v i n g  n u m e r o u s  p r o b l e m s  i n t r o 
d u c e d  i n  s u c h  i m p o r t a n t  f i e l d s  o f  t e c h n o l o g y  a s  a i r p l a n e  c o n s t r u c 
t i o n ,  s h i p  b u i l d i n g  and  power  m a c h i n e  c o n s t r u c t i o n .  

L e t  u s  d e r i v e  e q u a t i o n s  o f  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  f o r  a / 7-
s t e a d y  f l o w  on  a p l a n e  s u r f a c e .  The  a x i s  x i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  
s u r f a c e  and  t h e  a x i s  y p e r p e n d i c u l a r  t o  i t .  U s i n g  t h e  above-men
t i o n e d  a s s u m p t i o n ,  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  (1.1) a n d  t h e  
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e q u a t i o n  o f  d i s c o n t i n u i t y  ( 1 . 2 )  c a n  b e  s i g n i f i c a n t l y  s i m p l i f i e d  
a n d  r e d u c e d  t o  t h e  f o r m  

au a v- + - - - o sax ay 

w h e r e  t h e  o p e r a t o r  A - - d' 9 .
dxa +ayl 

L e t  u s  a s s u m e  t h a t  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  a t h i c k n e s s  6 i s  a 
l a y e r  i n  w h i c h  t h e  g r a d i e n t  o f  v e l o c i t i e s  a u / a y  i s  l a r g e  a n d  t h e  
l o n g i t u d i n a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e l o c i t y  u i n c r e a s e s  r a p i d l y  f r o m  
z e r o  on t h e  S u r f a c e  of  t h e  s p e e d  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w  U ( x ) ,  d e t e r 
m i n e d  f r o m  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  r e s p e c t i v e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a n  
i d e a l  f l u i d  or e x p e r i m e n t a l l y .  L e t  u s  a l s o  a s s u m e  t h a t  t h e  t h i c k 
n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  much s m a l l e r  t h a n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
d i m e n s i o n  o f  t h e  b o d y  L ( 6  < <  L ) .  

L e t  U, b e  t h e  c h r a c t e r i s t i c  r a t e  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w .  From 
t h e  e q u a t i o n  o f  d i s c o n t i n u i t y  o f  t h e  s y s t e m  ( 1 . 3 )  it. f o l l o w s  t h a t  
f o r  a p l a n e  f l o w  

The d e s i g n a t i o n  0 r e p r e s e n t s  t h e  o r d e r  of  m a g n i t u d e .  T e r m  by  t e r m  
i n t e g r a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 . 4 )  a c r o s s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  f r o m  y = 
0 t o  = 6 y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  

C o n s e q u e n t l y ,  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h e  l a t 
e r a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e l o c i t y  i s  a s m a l l  v a l u e  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  
t h e  l o n g i t u d i n a l  c o m p o n e n t .  

L e t  u s  c o m p u t e  t h e  t e r m s  i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  s y s t e m  ( 1 . 3 ) .  I n  
t h i s  c a se  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  E' o v e r  x i s  much 
s m a l l e r  t h e n  t h e  r e s p e c t i v e  d e r i v a t i v e  o f  y .  I n  f a c t ,  
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C o n s e q u e n t l y  t h e  t e r m s  o f  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  / 8  
( 1 . 3 )  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  o r d e r :  

(1.7) 


L e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  t e r m s  of  e q u a t i o n  (1.5) c a n  b e  p h y s i c a l l y  i n t e r 
p r e t e d  a s  t h e  f o r c e s  o f  i n e r t i a  a n d  t e r m s  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 6 )  a s  f o r c e s  
o f  v i s c o s i t y  p e r  u n i t  v o l u m e  of t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  If we a s s u m e  
t h a t  t h e  f o r c e s  o f  v i s c o s i t y  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  h a v e  t h e  same 
o r d e r  a s  t h e  i n e r t i a l  f o r c e s  we c a n  e s t i m a t e  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  

(1.8) 


u OL
w h e r e  Re = - i s  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r .  

V 

I n  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  ( 1 . 3 )  i f  we d i s c a r d  t h e  t e r m s  
of t h e  s e c o n d  o r d e r  of s m a l l n e s s  for t h e  p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  
s t e a d y  m o t i o n  we f i n d  P r a n d t l ' s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

S i m i l a r l y  we c a n  c o m p u t e  t h e  t e r m s  o f  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  
s y s t e m  ( 1 . 3 ) .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e y  h a v e  t h e  same  o r d e r  

I n  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  ( 1 . 3 )  i f  we d i s c a r d  t e r m s  of /9 

t h e  s e c o n d  o r d e r  of s m a l l n e s s ,  we o b t a i n  
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(1.13) 


I n  o t h e r  w o r d s  t h e  g r a d i e n t  o f  p r e s s u r e  a p / a y  i s  a s m a l l  v a l u e  a n d  
t h e  c h a n g e  i n  t h e  p r e s s u r e  a c r o s s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  w h i c h  h a s  t h e  

o r d e r  ()($!.+) c a n  b e  i g n o r e d .  Then  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  

(1.3) i s  s i m p l i f i e d  a n d  r e d u c e d  t o  t h e  f o r m  

(1.14) 


E q u a t i o n  (1.14) h a s  a t r i v i a l  s o l u t i o n  if i n  t h e  E q u a t i o n  ( 1 . 9 )  y 
t e n d s  t o  i n f i n i t y :  

(1.15) 


C o n s e q u e n t l y ,  i n  t h i s  c a s e  t h e  p r e s s u r e  i s  f u l l y  d e t e r m i n e d  b y  t h e  
r a t e  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w ,  i t s  l o n g i t u d i n a l  d e r i v a t i v e  a n d  t h e  d e n s 
i t y  o f  t h e  f l u i d .  

A n a l o g o u s l y  w e  c a n  c o m p u t e  t h e  t e r m s  o f  t h e  t h i r d  e q u a t i o n  o f  
s y s t e m  (1.1). If we a l s o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h a t  t h e  t i m e  h a s  t h e  

L
o r d e r  O(--), t h e  s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  a l a m i n a r y

U O  
s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  a n d  t h e  e q u a t i o n  o f  d i s c o n t i n u i t y  w i t h  s t e a d y  
m o t i o n  t a k e  t h e  f o r m  

(1.16) 


T h i s  s y s t e m  of  e q u a t i o n s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  o f  a f l u i d  
f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  m u s t  b e  s o l v e d  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s :  

(1.17) 


Here u o ( x , t )  i s  t h e  l o c a l  r a t e  of s u c t i o n  o f  t h e  l i q u i d  f r o m  t h e  -/lo 
b o u n d a r y  l a y e r ;  U ,  V a n d  W a r e  t h e  l o n g i t u d i n a l ,  l a t e r a l  a n d  t r a n s 
v e r s e  c o m p o n e n t s  of  t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  

5 



b o u n d a r y  l a y e r .  I n  t h e  ca se  o f  s t e a d y  m o t i o n ,  w e  m u s t  b e a r  i n  mind  
t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s :  when t = 0 t h e  f u n c t i o n  u m u s t  b e  r e d u c e d  
t o  a g i v e n  f u n c t i o n  o f  x a n d  y .  

I n  t h e  f i r s t  two e q u a t i o n s  o f  s y s t e m  ( 1 . 1 6 )  t h e  v a l u e  o f  t h e  
p r e s s u r e  may b e  e x c l u d e d  by  u s i n g  t h e  B e r n o u l l i  i n t e g r a l  w h i c h  i s  
u s e d  on t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r :  

(1.18) 


S u p p l e m e n t a r y  Boundary C o n d i t i o n s  o n  t h e  S u r f a c e  o f  
a Body and t h e  E x t e r n a l  Boundary o f  t h e  Laye r  

T h e r e  is n o  g e n e r a l  m e t h o d  o f  s o l v i n g  t h e  s y s t e m  of e q u a t i o n s  
(1.16) w i t h  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
( 1 . 1 7 ) .  I n  r e c e n t  t i m e s ,  c o n s i d e r a b l e  s i g n i f i c a n c e  h a s  b e e n  g i v e n  
t o  t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  o f  c o m p u t a t i o n  b a s e d  o n  t h e  c o n c e p t  o f  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r  o f  a f i n i t e  t h i c k n e s s .  I n  t h i s  c a se  a l o n g  w i t h  
t h e  b a s i c  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 1 7 )  t h e  s u p p l e m e n t a r y  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  a r e  u s e d  for t h e  v e l o c i t i e s  on  t h e  s u r f a c e  o f  a body  a n d  
a t  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

L e t  u s  e x p l a i n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  a b o v e - m e n t i o n e d  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s .  A s  i t  h a s  a l r e a d y  b e e n  n o t e d  [ s e e  t h e  f i r s t  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n  ( 1 . 1 7 ) ]  t h a t  f o r  a b o u n d a r y  l a y e r  on  t h e  s u r f a c e  o f  a 
b o d y  (when y = 0 )  t h e  c o n d i t i o n s  o f  a d h e s i o n  ( u  = w = 0 )  a n d  t h e  
p r e s e n c e  o f  a n o r m a l  c o m p o n e n t  Cra te  o f  s u c t i o n  v = - v o ( z ) l  m u s t  
b e  s a t i s f i e d .  From t h e  c o n c e p t  o f  a l a y e r  o f  f i n i t e  t h i c k n e s s  i t  
f o l l o w s  t h a t  a t  t h e  e x t e r n a l  b o u n d a r y  t h e  s p e e d  of t h e  f l u i d  i n  i t  
(when  y = 6 )  i s  e q u a l  t o  t h e  r a t e  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w  ( u  = U). L e t  
u s  a l s o  n o t e  t h a t  a t  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  of t h e  b o u n d a r y  l a y e r  v # 
0 ,  ? . e . ,  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  n o t  t h e  l i n e  or t h e  
s u r f a c e  o f  t h e  c u r r e n t .  The  r e q u i r e m e n t  f o r  s m o o t h n e s s  i n  t r a n s i 
t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t o  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  
e x t e r n a l  flow l e a d s  t o  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  c o n d i t i o n s  when ZJ = 6 :  

(1.19) 


I n  f a c t  no  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  e x i s t s  a n d  t h e  a b o v e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n  m u s t  b e  s a t i s f i e d  a s y m p t o t i c a l l y ,  : . e . ,  when y + 

0 3 .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  o t h e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  /11 
on  t h e  s u r f a c e  o f  a b o d y  f o r  a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r .  Assuming  i n  
e q u a t i o n  ( 1 . 9 )  t h a t  y = 0 ,  w e  o b t a i n  [ i f  u = 0 ,  V = - V o ( z ) ]  

(1.20) 
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/ T h i s  c o n d i t i o n  c o n n e c t s  t h e  v a l u e  o f  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  o f  t h e  
v e l o c i t y  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a b o d y  w i t h  a g r a d i e n t  o f  p r e s s u r e s  o n  
t h e  o u t e r  b o u n d a r y  of  a b o u n d a r y  l a y e r  a n d  t h e  v a l u e  o f  t h e  r a t e  o f  

" s u c t i o n .  

A f t e r  d i f f e r e n t i a t i n g  a g a i n  t h e  l e f t  a n d  r i g h t  s i d e s  o f  t h i s  
e q u a t i o n  over ZJ w e  o b t a i n  

( 1 . 2 1 )  

L e t  u s  n o t e  t h a t  f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  d i s c o n t i n u i t y  o f  s y s t e m  ( 1 . 3 )  
i t  f o l l o w s  t h a t  

all do 
( 1 . 2 2 )  

If w e  s u b s t i t u t e  e q u a t i o n  ( 1 . 2 2 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 1 . 2 1 )  t h i s  l a t t e r  
e q u a t i o n  i s  s i m p l i f i e d  a n d  t a k e s  t h e  f o r m  

( 1 . 2 3 )  

On t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  when y = 0 f r o m  e q u a t i o n  ( 1 . 2 3 )  w e  f i n d  
a new b o u n d a r y  c o n d i t i o n  

( 1 . 2 4 )  

T h i s  c o n d i t i o n  c o n n e c t s  t h e  s e c o n d  a n d  t h i r d  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  
a r b i t r a r y  c o m p o n e n t  o f  v e l o c i t y  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  t h e  v a l u e  
o f  t h e  v e l o c i t y  of s u c t i o n  o n  t h e  s u r f a c e  of t h e  b o d y .  

A n a l o g o u s l y  w e  can o b t a i n  a n  i n f i n i t e  s e t  o f  b o u n d a r y  c o n d i 
t i o n s  b o t h  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  a n d  a t  t h e  e x t e r n a l  b o u n d a r y  
o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e l o c i t i e s  u and  2 ) .  

Below w e  c i t e  t h e  b a s i c  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w h i c h  w e r e  u s e d  i n  t h e  
e x i s t i n g  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  o f  c o m p u t a t i o n :  

y =0 u x a'=0; u c-UQ(X)  

( 1 . 2 5 )  /12 
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...e o .  (1.26 )  

The r a t e  o f  s u c t i o n  V O ( X )  may b e  d i s t r i b u t e d  a c r o s s  t h e  e n t i r e  
s u r f a c e  or p a n e l s  or c o n c e n t r a t e d  i n  n a r r o w  d i a g o n a l  s l o t s .  F i g u r e  
1 g i v e s  a s c h e m a t i c  c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  m e t h o d s  o f  o r g a n i z i n g  
r e c e i v i n g  o r g a n s  o f  s u c t i o n  s y s t e m s  w h i c h  e x i s t  i n  e n g i n e e r i n g  
t e c h n o l o g y .  

W i t h  d i s t r i b u t e d  s u c t i o n  o f  t h e  l i q u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
t h r o u g h  t h e  p e r m e a b l e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  ( F i g .  l a )  t h e  r a t e  o f  
s u c t i o n  i s  c o n t i n u o u s  a n d  n o t  e q u a l  t o  t h e  z e r o  o f  t h e  f u n c t i o n s  
( V O  # 0 ) .  W i t h  p a n e l  s u c t i o n  o f  t h e  l i q u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
t h r o u g h  t h e  p e r m e a b l e  p a n e l s  ( F i g .  lb) t h e  r a t e  o f  s u c t i o n  

w h e r e  X I  a n d  x 2  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  b e g i n n i n g  a n d  t h e  e n d  of 
t h e  p e r m e a b l e  p a n e l .  Wi th  s u c t i o n  o f  t h e  l i q u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r  t h r o u g h  n a r r o w  d i a g o n a l  s l o t s  ( F i g .  I C ) ,  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  
s l o t s  t h e  r a t e  o f  s u c t i o n  i s  n o t  e q u a l  t o  z e r o  (vug # O ) ,  a n d  o n  t h e  
r e m a i n i n g  n o n p e r m e a b l e  s u r f a c e  , t h e  n o r m a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  ( r a t e  
o f  s u c t i o n )  i s  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o .  

The c l a s s i f i c a t i o n  u s e d  i s  q u i t e  a r b i t r a r y ;  h o w e v e r ,  i t  i s  
u s e f u l  i n  d e v e l o p i n g  e n g i n e e r i n g  m e t h o d s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  c h a r a c 
t e r i s t i c s  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  o f  a f l u i d  
t h r o u g h  t h e  p e r m e a b l e  s u r f a c e  o f  a b o d y .  

R e l a t i o n s h i p s  Between Impu l ses  and Energy f o r  a 
P l a n e  Boundary L a y e r .  G e n e r a l i z e d  I n t e g r a l  R e l a t i o n s h i p s  

For a n  a p p r o x i m a t e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a 
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c 
t i o n ,  m e t h o d s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  w h i c h  a r e  b a s e d  o n  t h e  u s e  o f  /l5i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p s  o b t a i n e d  b y  c o n v e r s i o n  o f  t h e  s y s t e m  o f  -
P r a n d t l ' s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  

L e t  u s  d e r i v e  t h e  e q u a t i o n  o f  i m p u l s e s .  F o r  a s t e a d y  p l a n e  
i n c o m p r e s s i b l e  f l o w  i n  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  l e t  u s  r e w r i t e  t h e  
t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 . 9 )  a n d  t h e  e q u a t i o n  of d i s c o n t i n u i t y  
i n  t h e  f o r m  

all au* d4( ( 1 . 2 7 )
u---+v------ d p  -$ "-; 

ax ay Q & a@ 
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( 1 . 2 8 )  

L e t  u s  m u l t i p l y  b o t h  s i d e s  o f  
e q u a t i o n  ( 1 . 2 7 )  b y  u a n d  a f t e r  
t e r m  b y  t e r m  a d d i t i o n  w i t h  e q u a 
t i o n  ( 1 . 2 8 )  w e  o b t a i n  

a u aax -4 -(UV) u dU. 
V-0

d4( 
( 1 . 2  9)

aY aY' 

Here  w e  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h a t  f r o m  
t h e  B e r n o u l l i  e q u a t i o n  a p p l i e d  t o  
t h e  f l o w  on  t h e  e x t e r . n a 1  b o u n d a r y  
o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  it f o l l o w s  
t h a t  

(1.30) 


Then w e  c o n v e r t  e q u a t i o n  ( 1 . 2 9 )  
t o  t h e  f o r m  

. - 

C a (W--uZ) + u-d u  +-(ut)) = VVa i l  (1.31)a 

ax dx aYF i g .  1. S c h e m a t i c  of t h e  
S u c t i o n  of a B o u n d a r y  L a y e r .  

f r o m  0 t o  03 w e  o b t a i n  
a n d  t e r m  b y  t e r m  i n t e g r a t i o n  o f  y 

( 1 . 3 2 )  

Wi th  t h e  u l t i m a t e  d e r i v a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 3 2 )  we h a v e  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

w i t h y - 0  u=O. o - ~ 

W ? t h  y - 0 0  u-u. 
r 

I n  t h e s e  t r a n s f o r m a t i o n s  w e  a l s o  u s e  N e w t o n ' s  l a w  /14 

w h e r e  T O  i s  t h e  l o c a l  t a n g e n t i a l  s t r e s s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  
and t h e  e q u a t i o n  of  d i s c o n t i n u i t y  i n  t h e  f o r m  
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S i n c e ,  f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  d i s c o n t i n u i t y  ( 1 . 2 8 )  i t  f o l l o w s  t h a t  

av - au- - -- , then e q u a t i o n  ( 1 . 3 2 )  c a n  b e  w r i t t e n  a saY ax 

(1.33) 


00 

w h e r e  b * * - j + ( l - + ) d y  i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  loss o f  t h e  i m p u l s e ;  

.. 
b * - j ( l  - $ ) d g - i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t .  

A f t e r  d i f f e r e n t i a t i o n  a n d  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 3 3 )  
i n  f i n a l  f o r m  w e  o b t a i n  

( 1 . 3 4 )  

E q u a t i o n  ( 1 . 3 4 )  i s  t h e  e q u a t i o n  o f  i m p u l s e s  for t h e  b o u n d a r y  
l a y e r .  I t  may a l s o  b e  o b t a i n e d  b y  a p p l y i n g  t h e  l a w  o f  momentum t o  
t h e  e l e m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  on a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  
o f  s u c t i o n .  

I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  on  a n  i m p e r m e a b l e  
s u r f a c e  ( V O  E O ) ,  e q u a t i o n  ( 1 . 3 4 )  a g r e e s  w i t h  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n 
s h i p  o f  Karman i n  t h e  f o r m  i n  w h i c h  i t  w a s  f i r s t  o b t a i n e d  b y  G .  
H o l s t e i n  a n d  T .  B o h l e n  C751. 

L e t  u s  p r o c e e d  t o  d e r i v i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  e n e r g y  f o r  t h e  b o u n d 

a ua r y  l a y e r .  A d d i n g  t h e  t e r m  2 (ax + -)
a v  t o  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f
a Y  

e q u a t i o n  ( 1 . 2 7 )  a n d  m u l t i p l y i n g  it b y  u w e  o b t a i n  

3 u a &  1 d  du a4 
2 ax e ay (Ulo )  -UCI dx: aY' 

( 1 . 3 5 )  

If w e  i n t e g r a t e  e q u a t i o n  ( 1 . 3 5 )  o v e r  y f r o m  O t o  0 0 ,  s i n c e  
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w e  o b t a i n  

( 1 . 3 6 )  

L e t  u s  c o n v e r t  e q u a t i o n  ( 1 . 3 6 )  t o  t h e  f o r m  

d-(U%***) E 2dx ( 1 . 3 7 )  

0 

w h e r e  p**= !$[I -($>']@i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  e n e r g y  loss. 

m 

The  e q u a t i o n  o f  e n e r g y  ( 1 . 3 7 )  may a l s o  b e  o b t a i n e d  b y  a p p l y i n g  
t h e  l a w  o f  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y  t o  t h e  e l e m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r  o n  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  The e q u a t i o n  
of e n e r g y  f o r  t h e  ca se  o f  a n  i m p e r m e a b l e  s u r f a c e  ( V O  F 0 )  w a s  f i r s t  
o b t a i n e d  i n  1 9 3 5  b y  L e y v e n z o n  C391. A b r o a d  t h e  e q u a t i o n  o f  e n e r g y  
became  known o n l y  i n  1 9 4 8  a f t e r  p u b l i c a t i o n  o f  t h e  work o f  W e i g h a r d t  
c 1 2 2 1 .  

I n  o r d e r  t o  o b t a i n  m o r e  g e n e r a l  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p s  f o r  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  [ 1 2 8 ] ,  l e t  u s  m u l t i p l y  e q u a t i o n  ( 1 . 2 7 )  b y  u k  a n d  

U k + l  
e q u a t i o n  ( 1 . 2 8 )  b y  ~ k + 1' w h e r e  k = 0 ,  1, 2 ,  .... I f  w e  a d d  t h e s e  

e x p r e s s i o n s  w e  o b t a i n  

a (u'+') + -(u*+'u) - U' (k + 1) (U d" + .e>. ( 1 . 3 8 )ax a dY' 
aY 

I n  d e r i v i n g  e q u a t i o n  ( 1 . 3 8 )  it w a s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  t h a t  
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S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( 1 . 2 8 )  i n t o  e x p r e s s i o n  ( 1 . 3 8 )  a n d  t e r m  b y  
t e r m  i n t e g r a t i o n  o v e r  y . f r o m  0 t o  03 i n  g e n e r a l  f o r m  w e  o b t a i n  t h e  
i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p s  �or a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r  

( 1 . 3 9 )  

w h e r e  

a r e  g e n e r a l i z e d  i n t e g r a l  t h i c k n e s s e s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

If w e  a s s u m e  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 3 9 )  t h a t  k = 0 a n d  k = 1 w e  o b t a i n  
r e s p e c t i v e l y  t h e  e q u a t i o n s  o f  i m p u l s e s  a n d  e n e r g y .  For k > 1 t h i s  
e q u a t i o n  h a s  no  o b v i o u s  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n .  

For t h e  p a r t i c u l a r  case  o f  a n  i m p e r m e a b l e  s u r f a c e  (710 = 0 )  t h e  
g e n e r a l i z e d  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  ( 1 . 3 9 )  w a s  o b t a i n e d  b y  G o l u b e v  
a n d  f i r s t  p u b l i s h e d  i n  monograph  C471.  

R e l a t i o n s h i p  o f  I m p u l s e s  and  Energy  f o r  a 
S p a t i a l  Boundary L a y e r  

The  r e l a t i o n s h i p  o f  i m p u l s e s  f o r  a s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  c a n  
b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  p h y s i c a l  a r g u m e n t s  u s i n g  t h e  l a w  o f  t h e  c o n 
s e r v a t i o n  of t h e  momentum f o r  t h e  e l e m e n t  o f  t h e  s p a t i a l  b o u n d a r y  
l a y e r  o n  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  [ 3 3 ] .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  e l e m e n t  o f  s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  o n  t h e  
p o r o u s  s u r f a c e  o f  a b o d y  ( F i g .  2) u s i n g  a n a t u r a l  c u r v i l i n e a r  s y s 
t e m  o f  c o o r d i n a t e s .  T h e  x - a x i s  i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  l i n e  o f  t h e  
c u r r e n t  o f  t h e  p o t e n t i a l  s t r e a m l i n i n g  o f  t h e  b o d y ,  t h e  y - a x i s  p e r 
p e n d i c u l a r  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  a n d  t h e  z - a x i s  a l o n g  t h e  l i n e  
o r t h o g o n a l  t o  t h e  l i n e  of  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  p l a n e  a d j a c e n t  t o  t h e  
s u r f a c e  of t h e  b o d y .  

L e t  u s  c h o o s e  on  a n  a r b i t r a r y  l i n e  o f  t h e  c u r r e n t  a c e r t a i n  
p o i n t  1 - w h i c h  i s  f o u n d  a t  a d i s t a n c e  x f r o m  t h e  critical a n d  l e t  u s  
d r a w  t h r o u g h  it t w o  n o r m a l s  t o  t h e  l i n e  of t h e  c u r r e n t .  The f i r s t  
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n o r m a l  z i s  d r a w n  i n  a p l a n e  t a n g e n t  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  up 
t o  i n t e r s e c t i o n  w i t h  t h e  n e i g h b o r i n g  l i n e  o f  t h e  c u r r e n t ,  a n d  t h e  
s e c o n d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  t a n g e n t i a l  p l a n e  u p  t o  i n t e r s e c t i o n  w i t h  
t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  L e t  u s  d e n o t e  t h i s  b r a n c h  
c u t  o f  t h e  f i r s t  n o r m a l s  b y  Az a n d  t h e  b r a n c h  c u t  o f  t h e  s e c o n d  
( t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r )  as  6 .  A t  t h e  p o i n t  o f  i n t e r s e c 
t i o n  o f  t h e  n o r m a l  z w i t h  a n e i g h b o r i n g  l i n e  o f  c u r r e n t  a t  a d i s 
t a n c e  Az ( p o i n t  2 )  l e t  u s  e s t a b l i s h  t h e  s e c o n d  n o r m a l  t o  t h e  s u r 
f a c e  o f  t h e  b o d y  u p  t o  i n t e r s e c t i o n  w i t h  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r .  T h i s  b r a n c h  c u t  w i l l  d i f f e r  f r o m  6 b y  a n  i n f i n i t e l y  
s m a l l  v a l u e .  L e t  u s  g i v e  t h e  i n c r e m e n t  t o  c o o r d i n a t e  3: e q u a l  t o  
dx, a n d  a t  p o i n t s  5 a n d  6 l e t  u s  make  t h e  same g e o m e t r i c  c o n s t r u c 
t i o n s  a s  a t  p o i n t  1. 

A s  a r e s u l t  of s u c h  a p l o t t i n g  w e  o b t a i n  a c u r v i l i n e a r  u n i t  
v o l u m e  b o u n d e d  b y  t h e  p e r m e a b l e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  1 2 6 5 ,  f o r  t h e  
s u r f a c e  o f  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  4 3 7 8 ,  b y  two  
s u r f a c e s  o f  t h e  c u r r e n t  1 4 8 5  a n d  2376  a n d  b y  t h e  two  s u r f a c e s  1 2 3 4  
a n d  5678  ( c r o s s  s e c t i o n s  A a n d  B ) ,  n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
c u r r e n t .  

L e t  u s  s u p p l y  t o  t h e  c o n s t r u c t e d  c u r v i l i n e a r  e l e m e n t  o f  t h e  
s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  t h e  g e n e r a l  l a w  o f  v a r i a t i o n  a n d  momentum 
s i m i l a r  t o  t h a t  d o n e  b y  Karman [ 8 0 1  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  a 
p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r  f o r m i n g  o n  t h e  p r o f i l e  w i t h  a n  i m p e r m e a b l e  sur
f a c e .  

From t h e  l a w  of  momentum it  f o l l o w s  t h a t  v a r i a t i o n  o f  t h e  momen
tum o f  a f l u i d  p e r  g i v e n  v o l u m e  
e x t e r E a l  f o r c e s  a p p l i e d  t o  t h i s  
v a l  o f  t i m e  dt t h e  c h a n g e  i n  t h e  
a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h i s  s e g m e n t  
i s  composed  o f  two  v a l u e s .  

(1) F o r  t h i s  p e r i o d  o f  t i m e  
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F i g .  2 .  E l e m e n t  o f  t h e  
S p a t i a l  B o u n d a r y  L a y e r  on  
a P o r o u s  S u r f a c e  i n  t h e  
P r e s e n c e  o f  S u c t i o n .  

i s  e q u a l  t o  t h e  i m p u l s e  o f  a l l  
f l u i d .  For s t e a d y  f l o w  p e r  i n t e r -

momentum o f  t h i s  f l u i d  o c c u p y i n g  /19 
of: t i m e  t h e  s p a t i a l  v o l u m e  12345678, 

a c e r t a i n  amoun t  of t h e  f l u i d  com
p r i s i n g  t h e  v o l u m e  a t  t h e  b e g i n n i n g  
o f  t h e  i n t e r v a l  f l o w s  f r o m  t h e  
l i m i t s  o f  t h i s  v o l u m e .  The momen
tum o f  t h e  p a r t i c l e s  o f  t h i s  p a r t  
o f  t h e  f l u i d  w i l l  b e  a s s u m e d  t o  b e  
a p o s i t i v e  v a l u e .  Then  t h e  c o r r e s 
p o n d i n g  v a l u e  f o r  t h e  p a r t i c l e s  of 
t h e  f l u i d  f l o w i n g  f o r  t h e  t i m e  dt 
i n t o  t h e  v o l u m e  m u s t  b e  a s s u m e d  t o  
b e  n e g a t i v e  a n d  e q u a l  t o  t h e  momen
tum c a r r i e d  t h r o u g h  t h e  w a l l s  o f  
t h e  s p a t i a l  e l e m e n t .  

For t h e  i n t e r v a l  o f  t i m e  dt 
t h r o u g h  t h e  p l a n e  A ( s e e  F i g .  2 )  
t h e  momentum o f  t h e  l i q u i d  i s  

c a r r i e d  w h i c h  i s  e q u a l  t o  - d d  I~ ~ ~ h t d y ,  

1 3  



a n d  t h r o u g h  t h e  p l a n e  B e q u a l  t o  df euaAtdy . F i n a l l y ,  t h r o u g h( I  )
t h e  p l a n e s  A a n d  B t h e  momentum o f  t h e  f l u i d  i s  c a r r i e d  w h i c h  i s  
e q u a l  t o  

( 1 . 4 0 )  

I t  i s  a l s o  o b v i o u s  t h a t  t h r o u g h  t h e  p l a n e s  A a n d  B a n  amoun t  / 2 0-
o f  f l u i d  f l o w s  

(1.41) 


( 2 )  A s  a r e s u l t  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s u r f a c e  o f  t h i s  b o d y  i s  
p r i n c i p l e  t h e  a m o u n t  o f  f l u i d  f l o w i n g  t h r o u g h  i t s  p e r m e a b l e  s u r f a c e  
1 2 5 6  f o r  t h e  same p e r i o d  o f  t i m e  i s  e q u a l  t o  

( 1 . 4 2 )  

w h e r e  V O ( X , Z )  i s  a l o c a l  v e l o c i t y  o f  s u c t i o n  o f  t h e  l i q u i d  t h r o u g h  
t h e  p e r m e a b l e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y .  

The  t o t a l  a m o u n t  o f  f l u i d  f l o w i n g  f r o m  t h i s  e l e m e n t  o f  a s p a 
t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  i s  e q u a l  t o  

( 1 . 4 3 )  

From t h e  c o n d i t i o n  o f  d i s c o n t i n u i t y  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  same 
a m o u n t  o f  f l u i d  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a  ( 1 . 4 3 )  m u s t  f l o w  t h r o u g h  t h e  
s u r f a c e  3 4 8 7 .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  o n  t h i s  s u r f a c e  t h e  E q u a t i o n  u = 
U i s  v a l i d  s i n c e  a t  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  when 
y = 6 ( x , z )  t h e  v e l o c i t y  u i s  c o n v e r t e d  i n t o  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  
e x t e r n a l  p o t e n t i a l  f l o w .  C o n s e q u e n t l y ,  t h r o u g h  t h e  s u r f a c e  3 4 8 7  
momentum f l o w s  t h a t  i s  e q u a l  t o  

(1.44) 


a n d  t h e  t o t a l  c h a n g e  i n  t h e  momentum i n  t h i s  f l u i d  c o r r e s p o n d s  t o  
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( 1 . 4 5 )  

Now l e t  u s  p r o c e e d  t o  a c o m p u t a t i o n  o f  t h e  i m p u l s e  o f  t h e  e x t e r 
n a l  f o r c e s .  S i n c e  t h e  f o r c e  o f  f r i c t i o n ,  t h e  v a l u e  o f  w h i c h  p e r  
u n i t  of a r e a  i s  e q u a l  t o  T O ,  o p e r a t e s  o n  t h e  p l a n e  1 2 6 5 ,  t h e  i m p u l s e  
of t h e  f o r c e s  o f  f r i c t i o n  i s  e q u a l  t o  - ~OdxAzdt. A t  t h e  same t i m e  /21 
t h e  sum o f  t h e  p r o j e c t i o n s  on t h e  x - a x i s  o f  t h e  f o r c e s  o f  p r e s s u r e  

a p p l i e d  t o  t h e  p l a n e s  A ,  B a n d  C i s  e q u a l  t o  -6%xAz. T,hen forax 
t h e  i m p u l s e  o f  t h e s e  f o r c e s  w e  c a n  w r i t e  

I f  w e  e q u a t e  t h e  c h a n g e  i n  t h e  momentum ( 1 . 4 5 )  c o m p u t e d  e a r l i e r  
t o  t h e  t o t a l  i m p u l s e  o f  a l l  f o r c e s  (1.46) w e  f i n d  t h e  i n t e g r a l  r e 
l a t i o n s h i p  o f  i m p u l s e s  f o r  t h e  s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r :  

(1.47) 


L e t  u s  a s s u m e  t h a t  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a t  a 
g i v e n  p o i n t  i s  n e g l i g i b l y  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  r a d i u s  o f  t h e  
l a t e r a l  c u r v a t u r e  o f  t h e  s u r f a c e  of t h e  b o d y .  I n  t h i s  c a s e  w e  may 
a s s u m e  t h a t  Az d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  c o o r d i n a t e  y .  Then  t h e  l e f t -
h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 4 7 )  c a n  b e  c o n v e r t e d  t o  t h e  form 

( 1 . 4 8 )  

I f  w e  u s e  t h e  B e r n o u l l i  t h e o r e m  f o r  t h e  e x t e r n a l  p o t e n t i a l  f l o w  w e  
o b t a i n  

( 1 . 4 9 )  

I n  t h i s  c a s e  e q u a t i o n  ( 1 . 4 7 )  c a n  b e  somewha t  s i m p l i f i e d  a n d  r e d u c e d  
t o  t h e  f o r m  

8 
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L e t  u s  l o o k  a t  p a r t i c u l a r  cases  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 5 0 ) .  

/ 2 2For t h e  a x i s y m m e t r i c  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a b o d y  o f  r e v o l u t i o n  -
w i t h  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  

w h e r e  ro(x) i s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  r a d i u s  o f  t h e  b o d y  .o f  r e v o l u t i o n  
a n d  A 0  = c o n s t  i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  t w o  p l a n e s  w h i c h  p a s s  t h r o u g h  
t h e  a x i s  o f  s y m m e t r y  of t h e  b o d y  o f  r e v o l u t i o n .  

I n  t h i s  case  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  o f  i m p u l s e s  ( 1 . 5 0 )  c a n  
b e  s i m p l i f i e d  a n d  r e d u c e d  t o  t h e  f o r m  [17]: 

( 1 . 5  1- ) 

For a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r  

Az = c o n s t  

a n d  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  i m p u l s e s  ( 1 . 5 0 )  i s  r e d u c e d  t o  
t h e  f o r m  

h b 

( 1 . 5 2 )  ' 

o b t a i n e d  by  P r a n d t l  C461.  

J u s t  a s  t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  i m p u l s e s ,  t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  e n e r g y  
for t h e  s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  c a n  b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  p h y s i c a l  
a r g u m e n t  u s i n g  t h e  l a w  of  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y  f o r  t h e  s p a t i a l  
b o u n d a r y  l a y e r  o n  a porous s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  C361 .  

L e t  u s  a p p l y  t o  t h e  v o l u m e  of  t h e  l i q u i d  i n c l u d e d  i n  t h e  c u r 
v i l i n e a r  e l e m e n t  o f  t h e  s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  ( s e e  F i g .  2 )  t h e  
g e n e r a l  l a w  of t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  s u c 
t i o n  of t h e  f l u i d  t h r o u g h  t h e  p o r o u s  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y .  L e t  u s  
l o o k  a t  t h e  c a s e  of a s t e a d y  f l o w  a n d  a n  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d .  I f  
w e  c o m p u t e  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  f l u i d  for t h i s  e l e m e n t  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r ,  w e  o b t a i n  

(1.53) 
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I n  d e r i v i n g  e x p r e s s i o n  ( 1 . 5 3 )  i t  w a s  a s s u m e d  t h a t  t h e  l a t e r a l  com
p o n e n t  o f  t h e  v e l o c i t y  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  n e g l i g i b l y  s m a l l  
i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  l o n g i t u d i n a l  c o m p o n e n t .  

For a c e r t a i n  i n t e r v a l  o f  t i m e  d t  t h e  c h a n g e  i n  t h e  k i n e t i c  __/ 2 3  
e n e r g y  o f  t h e  f l u i d  o c c u p y i n g  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h i s  i n t e r v a l  o f  
t i m e  t h e  s p a t i a l  v o l u m e  1 2 3 4 5 6 7 8  c o n s i s t s  o f  t h r e e  t e r m s :  t h e  k i n e t i c  

6 
1 

e n e r g y  d t  $ 2 p u 2 u A z d y ,  f l o w i n g  t h r o u g h  p l a n e  B ;  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  
6 a 

d t  s $ p u 2 u A z d y ,  f l o w i n g  t h r o u g h  p l a n e  A a n d  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  

0 6 
U 2f l o w i n g  t h r o u g h  t h e  s u r f a c e  3 4 7 8 ,  d t d x  1 s  p u A z d y .  T h i s  l a t t e r  

0 
e x p r e s s i o n  i s  v a l i d  s i n c e  f o r  t h i s  s u r f a c e ,  i t  b e i n g  a n  e x t e r n a l  
b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  t h e  v e l o c i t y  u c o n v e r t s  t o  t h e  v e l o 
c i t y  of  t h e  e x t e r n a l  p o t e n t i a l  f l o w  U. 

S i n c e  t h e  s u r f a c e  1 2 6 5  o f  t h e  b o d y  i s  p e r m e a b l e , t h e n  t h e  a m o u n t  
o f  f l u i d  f l o w i n g  for t h e  t i m e  d t  t h r o u g h  t h e  s u r f a c e  i s  e q u a l  t o  

p&dxdt. 

w h e r e  v 0 ( x , z )  i s  t h e  l o c a l  r a t e  o f  s u c t i o n  o f  t h e  f l u i d  t h r o u g h  t h e  
p e r m e a b l e  s u r f a c e .  For t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  s u c k e d - o f f  f l u i d  
we o b t a i n  

The t o t a l  c h a n g e  i n  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h i s  s y s t e m  i s  

A 


L e t  u s  p r o c e e d  t o  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  w o r k s  o f  e x t e r n a l  f o r c e s  
on t h e  c o n t r o l  s u r f a c e  o f  t h e  s p a t i a l  e l e m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  
The  o p e r a t i o n  o f  t h e  f o r c e s  o f  v i s c o s i t y  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  
i s  e q u a l  t o  z e r o  a s  a r e s u l t  o f  t h e  a d h e s i o n  o f  t h e  f l u i d  t o  t h e  
s u r f a c e .  On t h e  o t h e r  p a r t s  o f  t h e  c o n t r o l  s u r f a c e  w e  c a n  i g n o r e  
t h e  o p e r a t i o n  o f  t h e  f o r c e s  o f  v i s c o s i t y .  

O p e r a t i o n  o f  t h e  f o r c e s  o f  p r e s s u r e  on t h e  s u r f a c e s  o f  t h e  
e l e m e n t  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  f o r  t h e  t i m e  d t  i s  e x p r e s s e d  b y  t h e  
i n t e g r a l  

( 1 . 5 5 )  
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w h e r e  V ,  i s  a p r o j e c t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  o n  t h e  o u t e r  n o r m a l  t o  t h e  / 2 4-
c o n t r o l  s u r f a c e ;  p i s  t h e  p r e s s u r e ;  S i s  t h e  c o n t r o l  s u r f a c e .  

U s i n g  t h e  w e l l - k n o w n  f o r m u l a  o f  O s t r o g r a d s k i y - G a u s s ,  t h e  s u r f a c e  
i n t e g r a l  ( 1 . 5 5 )  c a n  b e  c o n v e r t e d  i n t o  a v o l u m e  i n t e g r a l  

( 1 . 5 6 )  

w h e r e  v a n d  w a r e  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  v e l o c i t y  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
r e s p e c t i v e l y  o n  t h e  axes  y a n d  z ;  V i s  t h e  v o l u m e  o f  t h e  e l e m e n t  o f  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r  b o u n d e d  b y  t h e  c o n t r o l  s u r f a c e  S. 

F u r t h e r m o r e  , 

( 1 . 5 7 )  

S i n c e  t h e  f l u i d  i s  i n c o m p r e s s i b l e ,  t h e  f i r s t  t e r m  i n  e x p r e s s i o n  ( 1 . 5 7 )  
i s  t h e n  e q u a l  t o  z e r o .  A l o n g  w i t h  t h i s  on t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  

o f  P r a n d t l  we know t h a t  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  * = 0 
ay

( 1 . 1 6 ) .  The  s e l e c t e d  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  l i n e s  
o f  t h e  c u r r e n t  p e r m i t  s e t t i n g  w = 0 .  T h e r e f o r e  t h e  work  o f  t h e  f o r c e s  
o f  p r e s s u r e  

(1.58) 


T h e  e n e r g y  o f  t h e  f o r c e s  a p p l i e d  t o  t h e  p a r t i c l e s  of t h e  v i s c o u s  
f l u i d  d i v e r g e  b y  t h e  i n c r e a s e  o f  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e s e  p a r t i c l e s  
a n d  i s  p a r t i a l l y  d i s s i p a t e d ,  b e i n g  c o n v e r t e d  i n t o  h e a t  e n e r g y .  If 
w e  i g n o r e  t h e  s m a l l  t e r m s  o f  h i g h e r  o r d e r  f o r  t h e  f u n c t i o n  o f  d i s 
s i p a t i o n  C 4 7 1 ,  w e  o b t a i n  

(1.59) 


Then  f o r  t h e  t i m e  dt a n d  t h i s  vo lume  o f  l i q u i d  t h e  d i s s i p a t i n g  amoun t  
o f  e n e r g y  

(1.60) 
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A c c o r d i n g  t o  t h e  l a w  o f  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y  /25 

dT dA -dB,  
( 1 . 6 1 )  

a n d  a s s u m i n g  t h a t  Az d o e s  n o t  d e p e n d  on t h e  c o o r d i n a t e  y ,  a n d  t a k i n g  
i n t o  a c c o u n t  e x p r e s s i o n s  ( 1 . 5 4 1 ,  ( 1 . 5 8 )  a n d  ( 1 . 6 0 )  w e  o b t a i n  

b e ( 1 . 6 2 )  

I dP+pp,U2Azdxdt = -dfdxAz- p y  -d f d x k  fp(-$-)hyti% 
e 0 

By d i f f e r e n t i a t i n g  t h e  f i r s t  t w o  t e r m s  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 6 2 )  a n d  
a f t e r  d i v i d i n g  b o t h  s i d e s  o f  t h i s  e q u a t i o n  by  d t d x a z  w e  f i n d  

( 1 . 6 3 )  

For t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  of a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a n  i m p e r m e 
a b l e  s u r f a c e  o f  a b o d y ,  ? . e .  , i n  t h e  c a s e  when Az = c o n s t  a n d  D O  E 0 ,  
t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  e n e r g y  ( 1 . 6 3 )  f o r  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
w a s  f i r s t  o b t a i n e d  by  L e y v e n z o n  [ 3 9 ]  i n  1 9 3 5 .  A p p a r e n t l y  i n  s p i t e  
o f  t h i s  i n  1 9 4 8  t h i s  r e l a t i o n s h i p  w a s  o b t a i n e d  a b r o a d  b y  W e i g h a r d t  
[ 1 2 2 ] ,  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

( 1 . 6 4 )  

b 

w h e r e  P**=J+[l - ( e y I d y  i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  e n e r g y  loss. 
e 

U s i n g  e x p r e s s i o n s  ( 1 . 1 5 )  a n d  ( 1 . 6 4 )  l e t  u s  d e r i v e  t h e  i n t e g r a l  / 2 6-
r e l a t i o n s h i p  o f  e n e r g y  ( i . 6 3 )  f o r  t h e  s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  on a 
porous s u r f a c e  o f  a b o d y  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  t o  a f i n a l  f o r m :  
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b 
d 1 dAz 
dx ( 1 . 6 5 )  

w h e r e  v = 	 1-' i s  t h e  k i n e m a t i c  c o e f f i c i e n t  o f  v i s c o s i t y  o f  t h e  f l u i d .  
P 

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  p a r t i c u l a r  ca se  of  e q u a t i o n  ( 1 . 6 5 ) .  

For t h e  a x i s y m m e t r i c  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a b o d y  o f  r e v o l u t i o n  
w i t h  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  

AZ f i  ro(w) be. 

I n  t h i s  ca se  t h e  i n t e g r a l  e n e r g y  r e l a t i o n s h i p  ( 1 . 6 5 )  i s  s i m p l i f i e d  
a n d  r e d u c e d  t o  t h e  f o r m  

( 1 . 6 6 )  

For a n  i m p e r m e a b l e  s u r f a c e  ( V o  E 0 )  e q u a t i o n  ( 1 . 6 6 )  w a s  o b t a i n e d  by 
T r u c k e n b r o d t  C1161.  

For a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r  

Az = c o n s t  

a n d  t h e  i n t e g r a l  e n e r g y  r e l a t i o n s h i p  ( 1 . 6 5 )  i s  r e d u c e d  t o  t h e  f o r m  

( 1 . 6 7 )  

o b t a i n e d  by  Head 1 7 3 1 .  

I n t e g r a l  R e l a t i o n s h i p s  o f  Moments 

L . G .  L o y t s y a n s k i y  1 4 3 1  showed  t h a t ,  by  u s i n g  a s y s t e m  o f  i n t e g r a l  
r e l a t i o n s h i p  o f  moments  o f  t h e  b a s i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  a n d  u s i n g  s i m p l e  f a m i l i e s  o f  v e l o c i t y  p r o f i l e s , i t  i s  
p o s s i b l e  t o  d e v e l o p  a s a t i s f a c t o r y  m e t h o d  f o r  i n t e g r a t i n g  e q u a t i o n s  
o f  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a n  i m p e r m e a b l e  s u r f a c e .  L e t  u s  d e r i v e  
t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p s  o f  moment f o r  t h e  e q u a t i o n s  o f  a p l a n e  / 2 7  
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c 
t i o n  [13]. 

The s y s t e m  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  a n d  t h e  b a s i c  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
f o r  a s t e a d y  flow i n  a n  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  i n  t h e  a b s e n c e  o f  v o l u m e  

2 0  



f o r c e s  h a s  t h e  f o r m  o f  ( 1 . 9 )  a n d  ( 1 . 1 7 ) .  U s i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  d i s 
c o n t i n u i t y  ( 1 . 3 )  e q u a t i o n  ( 1 . 9 )  may b e  g i v e n  a f o r m  w h i c h  i s  m o r e  
s u i t a b l e  f o r  f u r t h e r  c o m p u t a t i o n :  

d a
- [ U ( U - U ) ]  +-IrJ(U-u)]+  c r ( U - - u ) - v  S ( U - 4  .e 0. 

( 1 . 6 8 )& aY 8Y' 

L e t  u s  m u l t i p l y  b o t h  s i d e s  o f  t h e  e q u a t i o n  ( 1 . 6 8 )  b y  yk, w h e r e  
k = 0 ,  1, 2 ,  3 . .  ., a n d  l e t  u s  i n t e g r a t e  o v e r  y f r o m  0 t o  co . A s  a 
r e s u l t  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  w e  o b t a i n  

( 1 . 6 9 )  

E q u a t i o n  ( 1 . 6 9 )  i s  a n  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  o f  m o m e n t s .  I n  t h e  
f u t u r e  we w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  i n t e g r a l s  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 6 9 )  w i l l  
h a v e  f i n i t e  v a l u e s .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 6 9 )  when k = 
0 :  

m-d [ u ( U - - u ) d y C O '  
dx 

i 
Q (1.70) 

Here  t h e  q u a n t i t y  T O  = 1-1 i s  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  f r i c t i o n(E)u = o  
o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s t r e a m l r n e d  b o d y ,  s i n c e ,  

(1.71) 


E q u a t i o n  (1.70) w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  e q u a t i o n  o f  i m p u l s e  c a n  b e  /28
t r a n s f o r m e d  t o  t h e  f o r m  

( 1 . 7 2 )  

2 1  



Here 6*=!( 1 -+)d!l i s  t h e  t h i c k n e s s  of t h e  d i s p l a c e m e n t ;  && - 1s";c 
6 2'; 
Jj5'; $:-$)&is t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  loss; H = - i s  t h e  f o r m  p a r a 

m e t e r  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

By i n t r o d u c i n g  i n t o  s t u d y  t h e  d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r s  

&*** dU T06** . V&3** ( 1 . 7 3 )f = + . - 
& '  0-- N * I** =-

V 

a n d  d e r i v i n g  t h e  a l g e b r a i c  t r a n s f o r m a t i o n ,  we c a n  r e d u c e  e q u a t i o n  
( 1 . 7 2 )  t o  t h e  f o r m  

( 1 . 7 4 )  

w h e r e  

I n  t h e  f u t u r e  e q u a t i o n  ( 1 . 7 4 )  w i l l  b e  c a l l e d  a n  i n t e g r a l  r e l a t i o n 
s h i p  o f  i m p u l s e s  or t h e  e q u a t i o n  o f  z e r o  moment .  

When k = 1 , f r o m  e q u a t i o n  ( 1 . 6 9 )  we f i n d  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  
f i r s t  moment .  I n  t h i s  ca se  w e  c a n  w r i t e  

e 0 

( 1 . 7 5 )  

I f  w e  c o m p u t e  t h e  s e c o n d  a n d  f o u r t h  i n t e g r a l s  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 7 5 ) ,  
w e  o b t a i n  

( 1 . 7 6 )  / 2 9  

( 1 . 7 7 )  

2 2  



T a k i n g  f o r m u l a s  ( 1 . 7 6 )  a n d  ( 1 . 7 7 )  i n t o  a c c o u n t ,  w e  c a n  w r i t e  e q u a 
t i o n  ( 1 . 7 5 )  i n  t h e  f o r m  

( 1 . 7 8 )  

T h e  f i r s t  i n t e g r a l  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 7 8 )  

yu (U -u)dy =HIUa&**', ( 1 . 7 9 )  

w h e r e  

N o t i n g  t h a t  

drl q d6** (1.80)-eo--.

dx &** d* ' 

f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  d i s c o n t i n u i t y  a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  of t h e  
s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  w e  h a v e  

(1.81) 


The s e c o n d  i n t e g r a l  f r o m  e q u a t i o n  ( 1 . 7 8 )  t a k i n g  f o r m u l a  ( 1 . 8 1 )  i n t o  
a c c o u n t  c a n  be  w r i t t e n  as  

&**5 tlu -u)dy -H,U%t* -dx -H&IU'&**' -vo3(U-u)dy = 
a 

( 1 . 8 2 )  / 3 0  

w h e r e  

2 3  



- 

F i n a l l y  t h e  t h i r d  i n t e g r a l  i n  t h e  e q u a t i o n  i s  c o n v e r t e d  t o  t h e  form 

OD
sy (U-u)dy -[IlruG*ar* 

( 1 . 8 3 )  

w h e r e  

I f  w e  s u b s t i t u t e  i n t e g r a l s  ( 1 . 7 9 1 ,  ( 1 . 8 2 )  a n d  ( 1 . 8 3 )  i n t o  e q u a 
t i o n  ( 1 . 7 8 )  a f t e r  s e v e r a l  t r a n s f o r m a t i o n s  w e  o b t a i n  

6 f: ;:2 
I f  w e  s u b s t i t u t e  -

V 
- 5 i n t o  e q u a t i o n  ( 1 . 8 4 )  w e  f i n d  

When k = 2 from e q u a t i o n  ( 1 . 6 9 )  w e  o b t a i n  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  
s e c o n d  moment .  I n  t h i s  ca se  

m ( 1 . 8 6 )  

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  

( 1 . 8 7 )  

( 1 . 8 8 )  

(1.8 9 )  

2 4  

I 




w h e r e  

T h e n ,  t a k i n g  e x p r e s s i o n s  ( 1 . 8 7 ) - ( 1 . 8 9 )  i n t o  a c c o u n t  a f t e r  s e v e r a l  
t r a n s f o r m a t i o n s  of  f o r m u l a  ( 1 . 8 6 )  w e  f i n d  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  
moment i n  t h e  f i n a l  f o r m  

w h e r e  

2 5  



C H A P T E R  2 

CERTAIN PRECISE SOLUTIONS O F  THE P R A N D T L  EQUATION 

T h e  Boundary L a y e r  on a P l a t e  

For t h e  p a r t i c u l a r  ca se  o f  l o n g i t u d i n a l  s t r e a m l i n i n g  o f  a f l a t  / 3 2-
p l a t e ,  when t h e  l o n g i t u d i n a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  i s  e q u a l  t o  z e r o ,  i .  

e . ,  	* = 0 ,  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  ( 1 . 9 )ax 
a n d  t h e  t h i r d  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  ( 1 . 3 1 ,  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y ,  
c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

A s i m p l e  s o l u t i o n  o f  s y s t e m  ( 2 . 1 )  i n  i t s  f i n a l  f o r m  c a n  b e  
o b t a i n e d  w i t h  u n i f o r m  s u c t i o n  o f  f l u i d  from t h e  b o u n d a r y  l a y e r  ( v o  = 
c o n s t ) .  I n  t h i s  ca se  s y s t e m  (2.1) h a s  a s o l u t i o n  f i r s t  o b t a i n e d  b y  
G r i f f i t h  a n d  M e r e d i t h  C 7 0 1  for w h i c h  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  
d i f f e r e n t  s e c t i o n s  of t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  n o t  a f u n c t i o n  o f  t h e  

c u r r e n t  c o o r d i n a t e  x. S i n c e  i n  t h i s  c a s e  - = 0 ,  t h e n  i t  f o l l o w sax 
f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  o f  s y s t e m  ( 2 . 1 )  t h a t  

T h e r e f o r e  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  ( 2 . 1 )  h a s  t h e  f o r m  /33 


du f f u  vo-= v
dy dyg 

2 6  



whose  s o l u t i o n  w i l l  b e  

u Q = Uo[1 -exp (y )1. 
( 2 . 3 )  

F i g u r e  3 s h o w s  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r  f o r  a n  a s y m p t o t i c  p r o f i l e  ( 2 . 3 )  w i t h  s u c t i o n  a n d  a c o m p a r i s o n  

F i g .  3 .  V e l o c i t y  D i s t r i b u t i o n  A c r o s s  t h e"iM==mL o n g i t u d i n a l l y  S t r e a m -B o u n d a r y  L a y e r  o f  a 

01 

__ _._. i n g  t o  B l a s i u s ) .  

l i n e d  P l a t e :  (1) Is  t h e  A s y m p t o t i c  P r o 
f i l e  w i t h  U n i f o r m  S u c t i o n ;  ( 2 )  Is  t h e  
V e l o c i t y  P r o f i l e  W i t h o u t  S u c t i o n  ( A c c o r d 

0 0.8 L6 2.4 32 #. 
o f  t h e  a s y m p t o t i c  p r o f i l e  w i t h  t h e  B l a s i u s  p r o f i l e  w i t h o u t  s u c t i o n .  
The s o l u t i o n  o b t a i n e d  i n  f i n a l  f o r m  ( 2 . 3 )  i s  a l s o  a p r e c i s e  s o l u t i o n  
o f  t h e  e n t i r e  s y s t e m  o f  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  ( 1 . 3 ) .  

The d i s p l a c e m e n t  t h i c k n e s s ,  t h e  t h . i c k n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  l o s s  
a n d  t h e  t a n g e n t i a l  s t r e s s  o n  t h e  s u r f a c e  c a n  b e  d e t e r m i n e d  i n  t h i s  
ca se  by  s i m p l e  c a l c u l a t i o n s  a l l o w i n g  for e x p r e s s i o n  ( 2 . 3 ) :  

OD i ( 2 . 4 )  

The  t a n g e n t i a l  s t r e s s  i s  a f u n c t i o n  o n l y  o f  t h e  d e n s i t y  of t h e  
f l u i d  a n d  i s  n o t  a f u n c t i o n  o f  i t s  v i s c o s i t y .  

The r e l a t i o n s h i p s  t h u s  o b t a i n e d  a r e  v a l i d  o n l y  f o r  l o n g i t u d i n a l  /3LI 
s t r e a m l i n i n g  o f  a f l a t  p l a t e  w i t h  u n i f o r m  s u c t i o n  b e g i n n i n g  a t  a 
c e r t a i n  d i s t a n c e  f r o m  t h e  l e a d i n g  e d g e .  R .  I g l i s c h  [ 7 8 ]  p o i n t e d  o u t  
t h a t , o n  a p l a t e ,  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  r e a c h e s  a n  a s y m p o t i c  s t a t e  a f t e r  
p a s s i n g  t h e  i n i t i a l  s e c t i o n  x p y  d e t e r m i n e d  b y  t h e  i n e q u a l i t y  

T h e  v e l o c i t y  p r o f i l e s  i n  t h e  i n i t i a l  p a r t ,  w h i c h  I g l i s c h  o b t a i n e d  
b y  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o f  s y s t e m  ( 2 . 1 )  ( F i g u r e  4 ) ,  w e r e  n o t  a f f i n e  
t o  o n e  a n o t h e r .  Near t h e  l e a d i n g  e d g e  ( 5  = O.l)¶ t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  
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h a s  a s h a p e  s i m i l a r  t o  t h e  s h a p e  o f  t h e  B l a s i u s  p r o f i l e  w i t h o u t  
s u c t i o n ,  a n d  i n  p r o p o r . t i o n  t o  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  p a r a m e t e r  E = 

!%!?? a p p r o a c h e s  t h e  a s y m p t o t i c .  

F i g .  4 .  D i s t r i b u t i o n  o f  V e l o c i t i e s  A c r o s s  t h e  B o u n d a r y  L a y e r  i n  t h e  
A c c e l e r a t i n g  P a r t  o f  a F l a t  P l a t e  W i t h  U n i f o r m  S u c t i o n  

T a b l e  1 g i v e s  t h e  d a t a  a b o u t  t h e  c h a n g e  i n  t h e  d i s p l a c e m e n t  
t h i c k n e s s ,  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  l o s s  a n d  t h e  t a n g e n t i a l  s t r e s s  
i n  t h e  i n i t i a l  s e c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  u n i f o r m  s u c t i o n  a s  
a f u n c t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r  5 .  

T A B L E  1. CHARACTERISTICS OF A L A M I N A R  B O U N D A R Y  L A Y E R  F O R  A L O N G I T U - / 3 5  
D I N A L L Y  STREAMLINED PLATE WITH U N I F O R M  SUCTION. 

- -__ 
I I I I 

0 2.59 0,571 
0.0707 2.53 0,607 
0;141 2.47 0,631 
0.212 2.43 0.671 
0,283 2.39 0.699 
0.354 2,35 0,726 
0.424 2,31 0,750 
0.495 2.28 0,773 
0,566 2,25 0.794 
0,636 2.23 0,813 
0.707 2,21 0,830 

00 2.0 1 

An a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  of t h i s  p r o b l e m  w a s  f o u n d  b y  S c h l i c h t i n g  
[ l o 0 1  a n d  T h w a i t e s  11111. The c o r r e s p o n d i n g  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a 
t i o n s  were c a r r i e d  o u t  b y  Kay [ 8 1 ] .  F i g u r e  5 s h o w s  t h e  r e s u l t s  o f  
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t h e s e  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n s  a n d  a c o m p a r i s o n  o f  t h e i r  t h e o r e t 
i c a l  c o m p u t a t i o n s .  T h e  c o m p a r i s o n  s h o w s  a good  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  

t h e  T e s u l t s  o f  t h e  t h e s r e t i c a l  
c a l c u l a t i o n s  a n d  t h e  e x p e r i 
m e n t a l  d a t a .  

The  p a r t i c u l a r  case o f  /36 
l o n g i t u d i n a l  s t r e a m l i n i n g  o f  a 
f l a t  p l a t e  w i t h  s u c t i o n  d i s 
t r i b u t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  l a w  

w h e r e  C = c o n s t .  w a s  i n v e s t i 
g a t e d  b y  S c h l i c h t i n g  a n d  K .  
Bussman 11021 b y  n u m e r i c a l  i n -

F i g .  5 .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  
T h e o r e t i c a l  a n d  E x p e r i m e n t a l  
P r o f i l e s  o f  V e l o c i t y  i n  a L a m i 
n a r  B o u n d a r y  L a y e r  i n  t h e  P r e 
s e n c e  o f  S u c t i o n :  a - 5 = 0 . 7 ' 7 ,  
V o- = 0 . 0 0 0 1 6 ;  b - 5 = 0 . 6 0 8 ,
UO 

v o  - 0 . 0 0 0 4 5 ;  c - 5 = 1 . 8 7 ,  v o


t e g r a t i o n  of  s y s t e m  
c u r v e s ,  p l o t t e d  a s  
t h e i r  c a l c u l a t i o n s  
c i t y  p r o f i l e s ,  a r e  

( 2 . 1 ) .  The  
a r e s u l t  o f  
o f  t h e  v e l o 
shown  i n-

2 2 

UO UO 
- F i g u r e  6 ( y  = - V o J - ) ,  a n dJZ * O U  

0 . 0 0 0 7 8 .  t h e  n u m b e r i c a l  v a l u e s  o f  t h e  
f u n d a m e n t a l  l o c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  

o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a r e  shown  i n  T a b l e  2 .  

0 1.721 0.664 2.59 0,573 
0.5 1.303 0.541 2.41 0,682 

I 1.047 0.458 2.29 0,763 
1.s 0.863 0,390 2.22 0.818 

I n  t h e  a b o v e - m e n t i o n e d  r e f e r e n c e  [102], S c h l i c h t i n g  a n d  Bussman 

F i g .  6 .  V e l o c i t y  P r o f i l e s  o n  a F i g .  7 .  V e l o c i t y  P r o f i l e s  on a 
F l a t ,  L o n g i t u d i n a l l y  S t r e a m l i n e d  F l a t ,  L a t e r a l l y  S t r e a m l i n e d  P l a t e .  
P l a t e  w i t h  S u c t i o n  D i s t r i b u t e d  
A c c o r d i n g  t o  t h e  L a w  z-'I2. 
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a l s o  e x a m i n e d  t h e  f l o w  n e a r  t h e  l e a d i n g  c r i t i c a l  p o i n t  w i t h  l a t e r a l  
s t r e a m l i n i n g  o f  a f l a t  p l a t e  a n d  u n i f o r m  s u c t i o n .  I n  t h i s  case  t h e  / 3 7-
l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  c o m p o n e n t s  of v e l o c i t y  i n  t h e  p o t e n t i a l  

f l o w  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  s y s t e m  

The r e s u l t s  o f  t h e s e  i n v e s t i g a t i o n s  a r e  

shown  i n  F i g u r e  7 ,(y1= J --%)and i n  

F i g .  8 .  V e l o c i t y  P r o - T a b l e  3 ,  r e s p e c t i v e l y .  

f i l e s  i n  a B o u n d a r y  L a y e r  

o f  a P l a t e  ( A c c o r d i n g  t o  R e c e n t l y ,  H .  Emmons a n d  D .  L e i g h  [ 6 2 ]  

Emmons a n d  L e i g h ) .  p u b l i s h e d  d e t a i l e d  t a b l e s  o f  c o m p u t e r  


c a l c u l a t i o n s  of a s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  for 
a b o u n d a r y  l a y e r  ( 2 . 1 )  for a l o n g i t u d i n a l l y  s t r e a m l i n e d  p l a t e  i n  t h e  
p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  d i s t r i b u t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  l a w  ( 2 . 6 ) .  F i g u r e  
8 a n d  T a b l e  4 show t h e  d a t a  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  o f  v e l o c i t y  p r o f i l e s  
for t h e  c a s e  o f  s u c t i o n .  T h e s e  d a t a  h a v e  p r a c t i c a l  v a l u e .  

T A B L E  3 .  CHARACTERISTICS OF A L A M I N A R  B O U N D A R Y  L A Y E R  FOR L A T E R A L L Y  
STREAMLINED P L A T E  W I T H  UNIFORM SUCTION. 

0 0,648 0,192 2.22 0,796 
0.5 0.542 0,250 2.17 0.836 
1,095 0,444 0.209 2'13 0,868
1,9265 0.349 0,167 2.09 0.917 

Power D i s t r i b u t i o n  o f  V e l o c i t i e s  A l o n g  t h e  
Outer Boundary o f  t h e  Layer 

We w i l l  c o n s i d e r  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e s  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t o  
b e  s e l f - s i m i l a r  i f  t h e y  c a n  b e  e x p r e s s e d  b y  a s i n g l e  f u n c t i o n  w i t h  
a n  a f f i n e  t r a n s f o r m a t i o n .  F o r  a p l a n e  f l o w  t h i s  a l l o w s  u s  t o  r e d u c e  
t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i n  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  f o r  a l a m i n a r  b o u n d a r y  
l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t y  g r a d i e n t  o n  t h e  
o u t e r  b o u n d a r y ,  t o  o n e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  I n  t h i s  ca se  
t h e  p r o b l e m  i s  s i m p l i f i e d  s i g n i f i c a n t l y .  We w i l l  now e x a m i n e  a s y s 
t e m  c o m p o s e d  o f  t h e  e q u a t i o n  for a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  ( 1 . 9 )  a n d  
t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y ,  w h i c h  w e  c a n  w r i t e  i n  t h e  f o r m  

( 2 . 7 )  
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-1,93301 

TABLE 4 .  DATA FROM THE R E S U L T S  OF CALCULATIONS OF THE FUNCTION f '  / 3 8  
( n )  F O R  THE BOUNDARY LAYER OF A P L A T E . I N  THE P R E S E N C E  OF D I S T R I B U T E D  / 3 9  
S U C T I O N .  

-
I'- - -. 

O)-O. IO. I(O)=O. 15, O)E-0,20. WJJ=0.35, \(0)=0.40.
I) I"(0)ET f ' (O)=:  f" (O)= f (O)= .f"(O)=

z1,4746!l =1,51q 19 =1.6214R 5.1.85484 
_. - .  -. .-

0,00000 l.00000 ),00000 ,ooo(Jo I, 00000 I, 00000 1,00000 0,00000 o,o0ooo 0.00000 
0.10000 1, 13282 1,13974 ,14673 I. 15375 ). 16082 1.16793 0.17508 0.18226 0,I8947 
0.20000 1,26553 1.27868 ,29187 I, 30508 1.3.1 832 1,33156 0,34481 0,35807 0,37131
0,30000 1,38788 1,41652 ,43613 1,45368 1.472 18 1,49060 0.50894 0,627 19 0.64534 
0.40000 1.52942 1.55280 8.57602 1.59905 1, 62190 1 64454 0,66696 0,68917 0.71 lr14 
0,50000 1.65956 1,68689 ,71388 1,74052 1.76679 ):79270 0.8 1822 0.84336 0,86810
0.60000 I, 78755 ). 81800 .84791 1,87726 I, 90605 1,93428 0.69 193 0,98902 1,01554
0,70000 1,91252 1,94525 ,97721 1.00838 03878 Io06841 1,09727 1,12538 1.15273 
0,80000 ,03332 1,06767 ,10080 I ,  I3293 ,16407 I, 19423 1,22342 1.25 I68 1,27901
0.90000 ,14952 I, 18425 ,21773 1.24998 ,28103 1.31091 1,33965 1.36728 1 39384 

1.ooooo .25953 I 6 29404 ,32708 I ,35868 ,38890 1,41778 1,44537 1,47173 I ;49689
1,10000 ,36262 1.39617 ,42804 1.45832 ,48706 1.51434 I o  54021 1,56476 1,68803
I, 20000 ,45797 1,48989 ,51999 I. 54837 ' ,67512 1,60031 1,62404 1,64638 1,66741 
1,300OO ,54491 1,57467 .60252 1,62856 ,65291 I,67568 1,69696 1,71685 1,73544
1.40000 ,62302 1.65020 ,67543 I 69883 1 ,72055 1,74068 1 75936 1 77668 1,79275 
1,50000 .69209 1.71642 ,73881 Is 75941 ,77836 1,79580 1,811a4 1,82661 1.84019 
1,60000 ,75216 I, 77350 ,79297 1.81072 ,82693 1,84171 1,85520 1,86751 1,87876 
1,70000 1,80352 I, 82I86 ,83844 1,85343 I, 86699 I,87927 1,89037 1.90043 1 90953 
1,80000 84666 1.86210 .87593 1,88833 ,89945 1,90942 1,91837 1,92641 1,99363
I ,90000 I, 88224 I. 89497 ,90628 1.9 I632 1.92525 1,93319 1,94025 1,94654 1.95214 

2,00000 ,91104 I, 92133 ,93038 I.93835 ,94537 1,95155 1,9570 1 1,96183 I ,  96609 
2.10000 .93391 1.94207 ,94916 1.95535 I, 96076 1.96548 1,96961 1,97323 1,97639 
2,20000 ,95174 I ,95806 ,96352 1,96823 1,97230 1,97583 1,97889 I.98I55 1,98386 
2,30000 ,96537 I.97017 ,97427 1,97779 I,98080 1,98338 1,98560 1,98751 1.98916 
2,40000 ,97558 I, 97915 ,98218 1,98474 1,96692 1.98878 1.99035 1.99 I70 1,99285 
2,50000 I,98308 1,98566 1,98788 1,98971 I .991"L5 1.992256 i ,99365 1.99458 1,99537 
2,60000 1,98845 1.9903: 1.99190 I, 99318 I ,994% 1,99515 1,99590 1.99653 1.99706 
2,70000 1,99231 1.99361 I .99469 I, 99557 1.99630 I .99690 I. 99740 1.99782 1,99816 
2.80000 1,9949E I ,9958E 1.99658 1,99717 1,99766 I .99806 1.99838 1.99865 1.99887 
2.90000 I ,9967E 1,9973: 1.99784 1.99823 I .99854 1.99880 1,99901 1,99918 I ,  99932 

3,00000 1.9979: 1,9983' I ,99866 i.99891 1,99913 I .99928 1.99941 1,99951 I.99960 
3.10000 1.9987: 1.9989f 1,999I8 1,99934 1,9994i 1.99957 1,99965 1.99972 1,99977 
3,20000 1.9992: 1.9993: 1.99951 I .9996 1 1,99965 i ,99975 1.99980 1,99984 1,99987 
3.30000 1.99954 1.9996( 1.99971 1.99977 1.9998: 1.99986 1.99988 1.99991 1,99993 
3.40000 1 * 9997: 1 ,9997! I ,99984 1,99985 1.9999c 1.99992 1.99994 1.99995 1,99996 
3,50000 1,9998'! 1.99981 1,99991 1,99992 1,99994 1,99996 I ,99996 1.99997 1.99998 
3,60000 1,99991 Io 9999: I ,99995 1.99996 1.99997 1.99998 1,99998 I .99998 1,99999 
3,70000 1,9999: 1,99996 1,99997 1 ,99996 1.9999f 1,99999 1. 99999 1.99999 P .99999 
3.80000 1.9999: 1.99991 1,99999 1.999% 1.999% 1.99999 1,99999 2,00000 2,00000 
3.90000 I ,9999! 1.999% 1,99995 I, 99992 2,000N 2,00000 2,00000 2.00000 2,00000 

4,00000 1,9999! 2.000M 2,000oc 2* ooooc 2,0000( 2 , o m  2.00000 2.00000 2.00000 
4.10000 2.0000( 2.0000( 2.00MH: 2,0000c 2.0000( 2.00000 2.00000 2.00000 2.00000 
4,20000 2.0000( 2.0000( 2,000oc 2,0000( 2,0000( 2.00000 2.00000 2,00000 2.00000 

4,30000 2.0000( 2,00004 2.0000c 2,0000( 2,000M 2.00000 2,oOMK) 2.00000 ~.00000 
4,40000 2.0000( 2,00001 2. woo( 2,0000( 2.0000( 2,00000 2,00000 2.00000 2.00000- 

- - - - -4.70ooO 2. OOOM 
4 , s m  2,0M)O(
4,9oooo 2,oOoM 

-
d 

-

9- 2,OooM- 2,ooMX -- 2, oooo( -
- -

-- --
-

-I -
-

--
-6.00000 2 . w  2,0000( 

I When u s i n g  T a b l e  4 ,  we should bear i n  mind that U 
fl=2FG 

4,50000 2.0000( 2.00001 2,oooO( 2.000M 2,000M: 2,oCJOoQ I - - - - - 4.60000 2.00w 2.0000( 
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T A B L E  4 (Cont'd) / 4 0  

-., .-. . . I_..- - _- - /41-
- _  - f '  -___ 
1(0)=0,50 l(Ol=0,6i r(opo.8 1(0)=0.9 1(0)=1.00. f (O)= I. 10 

rye)= r (o)= r (o)= fW= f"(O)= f"(O)=-2.09 1 %  =2.25 19t =2,5798 =2.7467 =2.9154 I =3,0858:__- - ____~ 

0,00000 0,00000 0.00000 0, 00ooc 0, OOo( 0..0000( 0.0000( 0 . 0 0  0*0000 0,00000
0,10000 0,19671 0,20397 0,21855 0.2332 I 0.24 791 0,26261 0,2774I 0,29218 0-30694
0.20000 0.38455 Os39776 0.424 12 0,45036 0,4764: 0.5023: 0,52802 0,55348 Oi578690.30000 0,56339 0.58133 0.6 1685 0.65186 0.6863: 0,7202: 0.7535 I 0.78619 0,818230,40000 0.73288 0,75437 0.7966 I 0,83783 0,8779: 0,9170; 0,95511 0,99205 I .02791
0.50000 0.89245 0091640 0.963 10 1.00818 1,05165 1,0935: I,  13382 I ,  172.56 1,20978
0,60000 1.04 I49 1.06687 1,11595 1.16281 I ;2075C 1.25008 In29060 1.32914 1.365760.70000 

1 30544 
1.41936 

I + 17934 1.20621 I .  25482 1.30164 1.34578 I ,3873f 1,43649 I .46328 1;49785
0,80000 1.33098 1.3795 1 1.42477 1.46693 1.50618 1,54268 1,57660 1.6b81 I
0,90000 1,44388 1+49001 1,53250 1.57160 1.,60754 1.64057 1.67090 1.69873 
I ,00000 1,5209 I 1,54382 I ,58654 1,62537 1.66065 1.69268 1,72175 1.74811 I,77200
1.IO000 1,61009 1,63100 1.66958 1.704 19 I ,73522 1.76303 1,78794 1,81025 I .83022
1.20000 1,6872I 1 ,70584 1,73986 1,76997 I ,  79660 1.82015 1,84098 1,85939 I.87566
1.30000 1.75281 1.76903 1.79835 1.82393 1.84625 I ,86572 1.88271 1 89754 4;9l047
1.40000 1.80765 1.82 147 1,84616 1.86741 1,88568 1.90141 1,91495 

1,94834 
I 92661 1,93665

1.5OOOO 1.85270 1,86420 1,88455 I,90l80 1.91643 I ,92884 I ,  93938 1.95595
1,60000 I(88903 1,89840 I .  91480 1,92850 1,93994 1,94952 1.95755 1.96427 1.96991
1 70000 1.91779 1,92526 1,93819 I .  94883 1,95759 I .96482 I .  97079 1.97573 1,97981
I .  80000 1,94012 1,94596 1.95593 1 96402 1,97058 1,97592 I 98026 ,98381 1,98670
1,900oO 1.95714 1,96160 1,96913 I .  97614 1,97995 1,9838I 1,98690 ,98939 1,99140 

2.00000 1,96986 1,97319 1.97875 1.98313 1,98658 I ,98931 1,99147 ,99318 1,994rrl
2.10000 1,97917 1,98161 1.98564 I .  98876 1.991 18 1.99307 1.99454 39569 1.99659
2,20000 1,98587 1,98761 1,99047 1,99265 1,99431 I. 99559 I ,  99657 ,99733 1.99792
2.3000 I ,99058 1,99181 

1,99603 
1 99379 I(99528 I ,99639 1,99724 1.99789 ,99838 I ,  99875

2.40000 1,99384 1,99468 I ,99702 1.99776 I ,99831 I ,&872 .99903 1,99926
2.50000 1,99604 1,99661 1,99750 1,99816 1,99863 1,99898 I .99924 ,99943 1.99957
2.60000 1,99750 I ,  99788 1,99846 1.99888 1.99918 1,99940 I ,  99956 .(MY67 1,99976
2,70000 1.99845 1.99869 1.99907 I .99933 1,99952 I ,99965 I .  99975 ,99982 I ,99986 
: . 3 , , w l l f N )  I,99!)lY; I .99!)21 I ,999 15 1.999G1 1,99972 I.99980 I .go9813 1.99990 1.99993
2. !)O~K)O I ,  9 w 4 4  I .go953 I .99968 1,99978 1,99984 .go989 I .99992 1.99994 1,99996 

3.00000 1,99967 1.99973 1.99981 1,99987 1,99991 1,99994 1,99996 1.99997 1.999983.10000 1.99981 1.99984 1,99990 I .99993 I .99995 1.99997 1.99998 i ;99998 1.99999
3,20000 1,99989 1.99991 I .99994 1,99996 1.99997 ' ,99998 1.99999 1,99999 1.999993,30000 I .  99994 1.99995 1.99997 I ,  99998 1'99999 I.99999 1.99999 2.00000 2.000003.40000 1,99997 1,99997 I ,  99998 1.99999 1,99999 1.99999 2,00000 2.00000 2.001~00
3.50000 1,99998 I,99999 1.99999 2.00000 2,00000 !@ 00000 2,00000 2.00000 2,000003.60000 1,99999 ~.00000 2,00000 2.00000 2.00000 !,00000 2,00000 2:00000 23ooooo3.70000 1.99999 ? ,00000 !.00000 2,00000 2.00000 !.00000 2,00000 2;00000 2,00000
3,80000 2,00000 I ,  00000 2,00000 2,00000 2,00000 !.00000 2,00000 2,00000 2,ym3,90000 2,00003 1,00000 L,ooooo ?.00000 2,00000 1,000oO 2,00000 2.0oO00 

4.ooOOO 2,00000 1,00000 2.00000 2.Ooooo 2,00000 !.00000 
4.10000 2.00000 !.00000 2,00000 2.00000 2.00000 

. 4,20000 2,00000 1.00000 2,00000 - - 
4,30000 2.,00000 2,OOMN) - - - 

1) 


0.00000 0.00000 0.00000 0,00000 0,00000 
0,1ooOo 0,32169 1 0,33642 0,35112 0.42387 
0.20000 0.60364 O+f22832 0,55271 0,77007 
0:30C@OO Oi84963 ' 0,88039 0.91 049 1.051 I6 
0,40000 1-06270 1.09643 1.12911 1,27732 
0,50000 i j24550 1,27977 1.31263 1.45721 
0.60000 	 1,40053 1.43354 1,46485 1,59834 

1,53030 I .560?7 1.58935 I, 70739 
1.63735 1,66448 1.68964 I .  79029 
1.72426 i 1,74767 1.76913 1,85220 
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T A B L E  4 (Cont'd) 
- _ _  . . .  .. .--._.. 

I'  .-. . .  - . ~_I 

-3.43104 -3.60574 , 
60 f'(O)= 

- --. ~. -. __ 

I .00000 1,79365 1.81328 I ,83305 1,89762 

m 1(0)-1.36. I"(0)- 1(0)=1,40, Y(O)=, "==I -k 76169 

1. IOOM) l,ffl8@9 1.86410 1,87842 1,93032 
I. 20000 1,89004 I, 90276 1.91400 I ,  95341 
I,3oooO 1,92176 1,93162 1,94022 1,96941 
1.4oooO 1.94529 ),95275 1,95918 1.98027 
1.50000 1,96641 1,96793 I ,97262 1.98751 
1.60000 1,97464 1,97862 1.98197 1.92224 
1,7oooO 1.98319 1,98601 1,98834 '1,99527 
1.a0003 1,98906 1,99101 1.99260 1,99717 
1,90000 1,99301 1,99433 1,99538 1,99834 

2,00000 1,99561 1,99649 1,99718 1.99904 
2,10000 1,99730 1,99786 1,99830 I ,99946 
2,20000 1.99836 1,99873 1,99900 1,99970 
2,3oooO 1,99903 I ,99925 1.99942 1,99984 
2,40000 1,99943 1,99957 1,99967 1,99991 
2.5OOOO 1,99967 I ,99976 1.99982 1,99995 
2,60000 1.99981 1,99987 1.99990 1,99998 
2,7oooO 1*99989 1.99993 1.99995 1.99999 
2.m1 I, m 5  15- 1.99997 1.wm 
2.9ooOO 1,99996 1,99998 1,99999 2.00000 

3,00000 1.99998 1.99999 1,99999 2.00000 
3,10000 I ,99§98 I ,99999 2,00000 2,OOOOO 

3,20000 1,99999 .00000 2,00000 2,00000 

3,300dO 1,99999 2.00000 2,ooooo 2.00008 
3,40000 1,99999 2,00000 2,00000 2.00000 

3,50000 1,99999 2,00000 2,00000 
3.60000 1.99999 2,ooooo 2,00000 
3,7oooo 1.99999 2,OOOOO 2.00000 
8,90000 1,99999 - -

-4,OoooO
-

1.99999 I -

- _  - - . ~ _.. 

B,8oooO I, 99999 - - 

f' 

(1 
f(0)=2.50. \Yo)==

-06.5953 
1 

~ 

1 70290 

0.0k000 o.oooO0 0,00000 0.00000 0,00000 0,oO000 o.ooo0o 
0,10000 0,49497 0,56392 0,69455 0,81494 0,925I4 1.27525 
0,20000 
0,30000 

0,87935 
1,17585 

0,98034 
1,28551 

1,15830 
1,46513 

P ,30696 
1,60095 

3.430% 1,74147
P ,90944 

0,40000 1,40223 1,60665 1,66551 8,7741 1 1,84780 1.96888 
0,5oooO 1,57286 1.66469 I. 79437 P ,87440 1,92345 1.98951 
0.60000 1.69960 1,77586 1.87580 1,93144 1.96222 1.99653 
0,7oooO 1,79220 1,85274 1,92634 I .96327 1,98171 1.99888 
0,80000 I,85870 1,90495 1,95712 1,98069 1.99131 1.99964 
0.90000 I,90558 1,93974 1,97660 1.99004 1.99595 1,99989 
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T A B L E  4 ( C o n t ' d )  / 4 4  
~ 

1" 

11 lt0)=2,50. f"(O)=r
-;.085953 

'(01=3.00, f'W-
~ 0 6 . 5 2 8 9  

ItO)I=4.WP. f ' ( 0 k
=08 42% 

1,oOooO
1.1oooo 

1,93803 
1,%006 

1.96250 
1.97708 

1*986% 
I .99244 

1.99496 
1,99750 

1,99815 
1,99917 

1.20000 1.97472 1,98626 1.99592 1.99878 1.99964 
I ,  30000 1,98429 1.99191 1.99784 1.99942 1,99984 
1.40000 1,99042 1,99533, I ,99888 1.99973 1,99993 
I 50000 I .99427 1,99735 I .99943 I .99987 1.99997 
1,60000 1,99663 1,99853 1,99971 1.99994 1.99999 
1,70000 1,99806 1,99920 1,99986 1.99998 2,00000 
1.8oooO 1.99890 1,99957 I .  99993 I .99999 2.0oooo 
1 gooco 1.99939 1.99977 1.99997 2.00000 2,00000 

2.00000 1,98967 1.99988 1.99999 e,ooooo- --2.10000 1,99982 1.99994 1.99999 - -2,MooOo 
2.3ooOO 

1.99991 
1.99995 

1.99997 
1.99999 

2,00000 
4.00000 - --2.4ooOO I . M 9 8  I ,  99999 2.00000-2.60000 1.99999 2,oooOo - 

2.6ooOO 1.99999 2,00000 - - - 2,70000 2,00000 2.00000 

2,80000 2 , o m  - 
- - 2.9ooOcI 2,00000 

F i g .  9 .  A G e o m e t r i c  I n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  S e l f - s i m i l a r  S o l u t i o n  
a i s  f o r  m > 0 ,  t h e  A c c e l e r a t e d  F l o w ,  b i s  f o r  m < 0 ,  t h e  D e c e l e r a t e d  
F l o w .  

We w i l l  now i n v e s t i g a t e  t h e  c a s e  i n  w h i c h  t h e  v e l o c i t y  on  t h e  
o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  p o w e r  i n 
e q u a l i t y  1 

U ( x )  = CX", ( 2 . 8 )  

The s e l f - s i m i l a r  p r o b l e m  of  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  on a p e r m e a b l e  
s u r f a c e  i s  e x a m i n e d  a l s o  i n  r e f e r e n c e  c 5 7 1 .  
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w h e r e  C = c o n s t . ;  w i t h  m > 0 ( P i g .  9 a )  on t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  
l a y e r  t h e  c u r r e n t  i s  a c c e l e r a t e d ,  a n d  w i t h  m < 0 ( F i g .  9 b )  t h e  f l o w  
i s  d e c e l e r a t e d .  

L e t  u s  now i n t r o d u c e  t h e  c u r r e n t  f u n c t i o n  $ ( x , y ) .  Then  t h e  
e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  o f  s y s t e m  ( 2 . 7 )  i s  a u t o m a t i c a l l y  s a t i s f i e d ,  
s i n c e  

( 2 . 9 )  

U s i n g  t h e  new v a r i a b l e s  

(2.10) 


a f t e r  t h e  n e c e s s a r y  c o m p u t a t i o n s  we d e t e r m i n e  t h a t  /Lc6 

(2.11) 


The s y m b o l "  d e n o t e s  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  n .  

S u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n  ( 2 . 1 1 )  i n t o  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  s y s 
t e m  ( 2 . 7 1 ,  w e  f i n d  t h a t  

( 2 . 1 2 )  

w h e r e  

T h i s  e q u a t i o n  w a s  f i r s t  s u g g e s t e d  b y  F a l k n e r  a n d  S k a n  [ s a l .  
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We w i l l  s o l v e  e q u a t i o n  ( 2 . 1 2 )  w i t h  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  f o l l o w 
i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :  

( 2 . 1 3 )  

S u b s t i t u t i n g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 3 )  i n t o  t h e  l a s t  e x p r e s s i o n  
o f  ( 2 . 1 1 ) ,  we o b t a i n  

( 2 . 1 4 )  

C o m p u t i n g  t h e  v a l u e s  of f o ,  f d ,  fb' a n d  f t '  , we c a n  d e t e r m i n e  / 4 7-
a l l  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  f r o m  t h e  f o l 
l o w i n g  f o r m u l a s :  

( 2 . 1 5 )  

(2.15) 

H .  S c h a e f  f e r  i n t e g r a t e d  e q u a t i o n  ( 2 . 1 2 )  b y  n u m e r i c a l  m e t h o d  
w i. t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 3 )  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  f3 = 

0 . 2 .  C o m p l e t e  t a b l e s  o f  t h e  f u n c 
t i o n s  f o  a n d  a l s o  t h e i r  f i r s t ,  s e c o n d  
a n d  t h i r d  d e r i v a t i v e s  c a n  b e  f o u n d  

F i g .  1 0 .  V e l o c i t y  P r o f i l e s  f o r  
S e l f - s i m i l a r  S o l u t i o n s  o f  t h e  Equa
t i o n  f o r  a L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  
i n  t h e  P r e s e n c e  of S u c t i o n .  

i n  r e f e r e n c e  [ 9 8 ] .  F i g u r e  1 0  shows 

0 I 2 3 P 
t h e  c u r v e s  of t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e s  
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I I I,111. I II I I 
I I I I l l 1  

I 

f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  C a c c o r d i n g  t o  t h e  d a t a  o f  
t h e s e  c a l c u l a t i o n s .  

R e f e r e n c e  C191 p r o p o s e s  a m e t h o d  f o r  n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t i n g  
t h e  e q u a t i o n s  of  ( 2 . 1 2 )  on  a n  M-20 c o m p u t e r .  We c a n  r e d u c e  t h e  
p r o b l e m  o f  ( 2 . 1 2 )  a n d  ( 2 . 1 3 )  t o  a Cauchy  p r o b l e m .  T o  do  t h i s ,  w e  
w i l l  c o n v e r t  e q u a t i o n  ( 2 . 1 2 )  i n t o  t h e  f o r m  

( 2 . 1 6 )  / 4 8-
I n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 1 6 )  o v e r  rl a n d  c o n s i d e r i n g  t h a t  

w e  o b t a i n  

We w i l l  t a k e  a s  a f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  s o l u t i o n  of  p r o b l e m s  
( 2 . 1 2 )  a n d  ( 2 . 1 3 )  t h e  f u n c t i o n  

w h e r e  t h e  c o n s t a n t s  h ,  b a n d  a a r e  c h o s e n  f r o m  e q u a t i o n  ( 2 . 1 2 )  a n d  
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 3 ) .  W e  w i l l  c o m p u t e  t h r e e  f i r s t  d e r i v 
a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  rl o f  t h e  f u n c t i o n  ( p ( q ) :  

a n d ,  a s s u m i n g  t h a t  rl = 0 ,  w e  f i n d  t h a t  

S a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n  ( 2 . 1 3 ) ,  w e  o b t a i n  

S u b s t i t u t i n g  t h e s e  
t i o n  ( 2 . 1 2 ) ,  w e  o b t a i n  
m i n i n g  h :  

a+.b=o; ah=1; 

cp"(0) =h; q"' (0) -h'. 

r e l a t i o n s h i p s  i n t o  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a 
t h e  q u a d r a t i c  a l g e b r a i c  e q u a t i o n  for d e t e r 

h'-ch--p= 0. 
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From t h i s  e q u a t i o n ,  w e  g e t  

( 2 . 1 8 )  

When t h e  e x p r e s s i o n  u n d e r  t h e  r o o t  s i g n  i s  l e s s  t h a n  z e r o ,  w e  w i l l  
t a k e  

S u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e  of t h e  f u n c t i o n  + ' ( n )  i n t o  e q u a t i o n  / 4 9-
( 2 . 1 6 ) ,  w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  for d e t e r m i n i n g  h :  

o r  

( 2 . 1 9 )  

C
When t h e  e x p r e s s i o n  u n d e r  t h e  r o o t  s i g n  i s  n e g a t i v e ,  t h e n  h2 = -2 '  

A s  a r e s u l t ,  w e  t a k e  as  a f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  o f  f { ( O >  t h e  
e x p r e s s i o n  

I n t r o d u c i n g  
y 3 ( n ) ,  w h e r e  
c a n  r e w r i t e  

The b o u n d a r y  

( 2 . 2 0 )  

t h e  d e s i g n a t i o n s  fo(q) = . y l ( n ) ,  81(11) = Y 2 ( 1 1 ) : ,  i 2 ( ' 7 )  = 
t h e  d o t  r e p r e s e n t s  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  q ,  w e  

e q u a t i o n  ( 2 . 1 7 )  as  t h e  s y s t e m  

( 2 . 2 1 )  

c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 3 )  t h e n  t a k e  t h e  f o r m  

w i t h  q + a  yl(o)=c; ~ , ( O ) = o ;  &(rl)+ 1-



F u r t h e r m o r e ,  w e  w i l l  p o s i t  t h a t  y i ( n >  = F$(n) + A y i ( n ) ,  w h e r e  i = 
1, 2 ,  3 .  L e t  u s  s u b s t i t u t e  t h e s e  e q u a t i o n s  i n t o  t h e  s y s t e m  ( 2 . 2 1 )  
a n d ,  c o n s i d e r i n g  o n l y  f i r s t  o r d e r  d i f f e r e n c e s ,  we o b t a i n  t h e  s y s t e m  
C381 

( 2 . 2 2 )  /50
_I_ 

o r  i n  m a t r i x  f o r m  

Ay =A (q)AY, ( 2 . 2 3 )  

w h e r e  

a n d  t h e  d o t  r e p r e s e n t s  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  q from t h e  
c o l u m n  AY.  

I n  a d d i t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 2 3 )  w e  w i l l  e x a m i n e  t h e  c o n j u g a t e  
s y s t e m  

X1 -
w h e r e  X(q) = X2 , a n d  A ( n )  i s  t h e  t r a n s p o s i t i o n  o f  t h e  m a t r i x .  We 

x3 

w i l l  s o l v e  t h e  s y s t e m  ( 2 . 2 4 )  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :  

w h e r e  w e  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e  o f  0 0  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  o f  p r e s c r i b i n g  
t h e  a c c u r a c y ,  i . e . ,  i f  E > 0 ( t h e  p r e s c r i b e d  a c c u r a c y ) ,  t h e n  w e  
c h o o s e  n o  s u c h  t h a t  f o r  a l l  n ‘10 
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S i n c e  ( X  i s  a m a t r i x  r o w )  

t h e n ,  s i n c e  

I n  o t h e r  w o r d s ,  t o  o b t a i n  e a c h  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n ,  w e  f o u n d  
t h e  i n c r e m e n t  A y 3 ( 0 )  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  x z ( r 1 0 )  i s  known.  

To d e t e r m i n e  x 2 ( q o )  we w i l l  s i m u l t a n e o u s l y  s o l v e  t h e  s y s t e m  o f  
t w e l f t h  o r d e r  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 1 )  a n d  ( 2 . 2 4 ) ,  i n  w h i c h  t h e  f i r s t  t h r e e  
e q u a t i o n s  a r e  a r e f e r e n c e  s y s t e m  a n d  t h e  r e m a i n i n g  n i n e  a l l o w  u s  
t o  r e d u c e  t h e  b o u n d a r y  p r o b l e m  o v e r  x ( n )  t o  a Cauchy  p r o b l e m  C 3 7 1 :  

YI 5 Y +  

.Y2 =Y3;-
YB=-YlYB+8@-')* 

I ,- i3G 

g, = -g,-28ig3; 
-

cr; = -gz 3- Y l G  

( 2 . 2 5 )  

pp --PI -2Bi,P;, 

P 3  = -. P2 4- i , P ,  

40 
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w h e r e  j i s  t h e  number  of t h e  a p p r o x i m a t i o n ;  

Then  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  

w e  f i n d  t h a t  

wh e r e  

I n  t h e  ca se  o f  a p e r m e a b l e  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  
o f  a f l u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  p r o v e s  t o  
b e  u n i q u e  ( c f .  r e f e r e n c e  [191>. 

U s i n g  t h e  p r o p o s e d  m e t h o d ,  s y s t e m a t i c  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  c h a r a c t e r i s t i c s  w e r e  made f o r  t h e  c a s e  when t h e  n o r m a l  
c o m p o n e n t  o f  t h e  v e l o c i t y  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  i s  n o n - z e r o .  
F i g u r e  11 shows  t h e  r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  i n t e g r a l  a n d  
l o c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  for d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  
t h e  p a r a m e t e r  C :  

�i 

The m o r e  g e n e r a l  c a s e ,  when n o t  o n l y  t h e  n o r m a l  b u t  a l s o  t h e  t a n 
g e n t i a l  componen t  o f  v e l o c i t y  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  a r e  non
z e r o ,  i s  e x a m i n e d  i n  d e t a i l  i n  r e f e r e n c e  c 3 4 1 .  

E x p o n e n t i a l  V e l o c i t y  D i s t r i b u t i o n  Along t h e  / 5 3-
Outer Boundary o f  t h e  L a y e r  

L e t  u s  now e x a m i n e  i n  m o r e  d e t a i l  C231,  t h e  c a s e  o f  a b o u n d a r y  
l a y e r  w i t h  a n  e x p o n e n t i a l  l a w  o f  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  o u t e r  
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f l o w ,  i . e . ,  when 

1 2 B 

F i g .  11. The D e p e n d e n c e  
o f  t h e  P a r a m e t e r s  c1 ( a ) ,  
y ( b ) ,  a n d  f:(O) ( c )  o n  
t h e  V a l u e  o f  t h e  C o n s t a n t  
C .  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n :  

U =Uoexp Lr, 
( 2 . 2 7 )  

w h e r e  U o  a n d  Z a r e  c o n s t a n t s .  

We now i n t r o d u c e  i n  p l a c e  of  
d i m e n s i o n a l  v e l o c i t i e s  a n d  c o o r d i n a t e s  
t h e  d i m e n s i o n l e s  c u r r e n t  f u n c t i o n  j~ 
a n d  t h e  c o o r d i n a t e  0 :  

( 2 . 2 8 )  

I 
q = ( s )UL Y-


Then t h e  l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t y  i n  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  w i l l  b e  

u = uf;. ( 2 . 2 9 )  

S a t i s f y i n g  t h e  e q u a t i o n  of c o n 
t i n u i t y  ( t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  s y s 
t e m  ( 2 . 1 ) ) ,  w e  o b t a i n  

S u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n s  ( 2 . 2 8 )  
( 2 . 3 0 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 2 . 7 1 ,  we w i l l  
h a v e  a t h i r d - o r d e r  , n o n l i n e a r  o r d i n a r y  

( 2 . 3 1 )  

a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  h a v e  t h e  f o r m  

fo=-G f i = o  w i t h  q=o ;  f i + l  w i t h q - a .  
( 2 . 3 2 )  

H e r e  

C- 00 ( 2 . 3 3 )  

vu1-
2 
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F i g .  1 2 .  V e l o c i t y  D i s t r i b u t i o n  A c r o s s  t h e  B o u n d a r y  L a y e r  w i t h  
E x p o n e n t i a l  ' E x t e r n a l  F l o w .  

E q u a t i o n  ( 2 . 3 1 )  w a s  n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t e d  o n  a n  M - 2 0  c o m p u t e r  /55 
b y  t h e  m e t h o d  p r o p o s e d  a b o v e ,  w i t h  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  f o r  C e q u a l  t o  0 . 2 ;  0 . 4 ;  0 . 6 ;  0 . 8 ;  1 . 0 ;  1 . 4  a n d  1 . 8 .  
A n a l o g o u s  d a t a  for a n o n p e r m e a b l e  s u r f a c e  ( C  = 0 )  w e r e  o b t a i n e d  i n  
r e f e r e n c e  C 7 2 1 .  

A s  a r e s u l t  o f  t h e s e  c a l c u l a t i o n s ,  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  t h e  
f u n c t i o n s  f o ( q ) ,  fi(n) a n d  f t ( n >  w e r e  d e t e r m i n e d  a n d  a l s o  o f  t h e  
f o l l o w i n g  i n t e g r a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r :  

( 2 . 3 4 )  
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-- 

0,00107 

0.00006 

-- - -  

-- 

T A B L E  5 .  V A L U E S  OF T H E  F U N C T I O N  f o  ( 2 . 2 8 )  AND OF I T S  F I R S T  A N D  / 5 6
SECOND D E R I V A T I V E S .  

.- .. .-- . . .  

ct0.8 
~ 

'n '0 f ;  f0 t c '0 c 1; 

.- ~ --I . _. 
0,20000 0.00OOO 1.80162 0,40000 0.00000 1,9214 0,60000 0.00000 2,0461 1 0,80000 0.000od 2, I7562 
0,23294 0.31431 1,34965 0,43483 0,33097 1,40112 0,63677 0,34787 1.45094 0,83875 0,36492 1,49879 
0.320 10 0,54444 0.96518 0,52603 0,56678 0,97443 0,73201 0.58880 0,98039 0,93800 0,6to39 0,88309
0,44614 0.70598 0,6641 1 0,55656 0,72771 0,65163 0,86686 0.74853 0,63667 1,07708 0,76834 0,61948 
0.69902 0.8 1536 0,44182 0.81346 0,83360 0,421 14 1,02759 0,85057 0.39940 1,24I35 0,86626 0.37695 
0,76978 0,88708 0.28504 0,98744 0.90104 0.26381 1,20453 0.9 I365 0,24275 1,42099 0,92496 0,22214 
0,95212 0.93273 0.17862 1, I7216 0,94272 0,16043 1,39137 0,95146 0,14316 1.60971 0.95007 0,I2695 
1,14172 0,96096 0,10881 1.38343 0,96772 0,09478 1,58407 0,97346 0,08196 1 .a0363 0.97830 0.07040 
1.33576 0.97794 0,06444 1,55856 0,98230 0,05440 1,78012 0,98589 0,04557 2.00045 0,98882 0,03788
I a 53243 0,98787 0,03710 1,75593 0,99056 0,03033 1,97806 0,99271 0,02459 2,19884 0.9944 I 0.0 1978 
1,73062 0,99351 0,02075 1.95454 0,99511 0.01642 2,17700 0.99634 0,o 1288 2.39804 0,99728 0.0 100I 
1;92967 0,99662 0,01127 2,15883 0,99754 0,00863 2,37647 0,99822 0,00974 2,59766 0,99832 0,00491 
2,12918 0,99829 0,00594 2,35348 0,99880 0.00440 2,57623 0.99916 0,00322 2.79748 0,99942 0,00234 
2,32893 0.99916 0,00304 2,55331 0,99843 0,00217 2,7761 I 0,99961 0,00154 2,99739 0,99974
2,52881 0,99960 0,00151 2.75323 0.99974 0.00104 2.97606 0,99983 0,00071 3,19736 0,99989 0.00048 
2,72876 0.99982 0,00072 2,95320 0.99988 0,00048 3,11603 0,99992 0,00032 3,39735 0,99995 0,0002 1 
2,92873 0.99992 0,00034 3,15318 0,99995 0,00022 3.37602 0.99997 0,00014 3,59734 0,99998 0,00009
3.12872 0,99996 0,00016 3,353 17 0,99998 O.ooo09 3,57602 0,99999 0.00002 3.79734 0,99999 0. 
3,32872 0,99999 0.00007 3,553 17 0,99999 O,ooOo4 3,77602 0,99999 3,99734 0,99999 o.oooo1 
3.6287 1 0,99999 0.00002 3.76317 0,99999 o,oooo1 3,97602 0,99999 0,ooool 4,19734 0,99999 O,OOOOO 
3,72871 0.99999 0,ooool 3,95317 1 .ooOOo o,o0ooo 4,17602 0.99999 0,00000 4,39734 1 ,oOooo 0,00000
3.9287 I I ,00000 0.00000 - - - 4,37602 1,00000 0.00000 - - -

I c-l ,o C4.4 C==I,a 

f; i; '0 1; f ;  10I '. 
~- - _- . ~- 

0.0 1.oooO0 0.00000 2.30381 1.40000 0,00000 2.5906 1 1.80000 0,00000 2,8866 1 
0.2 1,04076 0.38208 1.54438 1,44485 0.4 1641 1.62785 1,84900 0,45042 1.69991 

0,6 1,28712 0,78712 0,60036 1.70655 0,82141 0,55751 PaI2498 0.85 I36 0,51064 
0,s 
1.0 
1.2 
1.4 

1,45471 
1,63679 
1,82715 
2,02212 

0.88067 
0.93508 
0,96563 
0,98235 

0.35412 
0,20220 
0.11 192 
0,60 

1,88009 0,90581 
2,06633 0,95180 
2,25938 0,97607 
2,45597 0.98847 

0,30846 
0,16509 
0,08558 
0,04298 

2,30356 0,92640 0,26442 
2,4931 1 0,96468 0.13240 
2.63816 0,98357 0.06415 
2.88589 0.99259 0.03009 

1,6 2,21957 0.991 19 0.03128 2,65436 0.9946 I 0,02091 3.08488 0.99676 0.01 366 
1,8 2.41832 0,99574 0,O 1579 2,85361 0,99756 0,00985 3.28444 0.99863 0.00599 
2,O 2,61772 0,99799 0,00772 3,05328 0,99893 0.00449 3.48427 0.99944 0,00255 
2,2 2,83744 0,99909 0.00366 3,25314 0.99954 0.oo 198 3.68419 0.99978 0.00105 
2,4 3,01732 0.99968 0,00168 3.45307 0.99981 0.00084 3,88416 0.99991 0.00042 
2,6 3,21726 0,99983 0,00074 3,65305 0,99925 0,00035 1.08415 0.89997 0,00016 
2,8 
3,O 

3,41724 
3,61723 

0.99993 
0,99997 

0,00032 
0.00013 

3,85304 0,99997 
4,05303 0,99999 

0,00014 
0.00005 

I,28415 0,99999 0,oooO6 
1,48415 0,99999 o.OMx)2 

0.4 1.14399 0.63147 0.98258 1 55585 0.67178 0,97238 1,96745 0,70928 0,95108 

3.2 3.83722 0.99999 o.ocfJo5 I,25304 0.99999 O,ooo02 I,68415 0.99999 O.ooOo1 
3.4 4,01722 0,- o,ooo02 1.45304 0.99999 0.00000 1,884 I5 0,99999 0, ooooO 
3,6 4,21722 0.99999 0.00000 1,66361 0,99999 0.00000 i,08415 I ,000oO 0.00000 
3.8 4.41722 I .m 0.00000 I.85304 1 ,m D:00000 - 
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We will p u r s u e  now t h e  p h y s i c a l  m e a n i n g  o f  t h e  i n t e g r a l  char 
a c t e r i s t i c s  of t h e  b o u n d a r y  l a y e r  ( 2 . 3 4 ) .  T h e  v a l u e s  A ,  B a n d  D 
a r e  p r o p o r t i o n a l  r e s p e c t i v e l y  t o  t h e  c o n v e n t i o n a l  d i s p l a c e m e n t  
t h i c k n e s s e s ,  t o  t h e  i m p u l s e  loss a n d  t o  t h e ' e n e r g y  of t h e  b o u n d a r y  
l a y e r .  The v a l u e  F o  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  work  o f  t h e  t a n g e n t i a l  
f o r c e s ,  a n d  i s  e q u a l  t o  t h e  e n e r g y  c o n v e r t e d  i n t o  h e a t  as  a r e s u l t  
of f r i c t i o n  b e t w e e n  t h e  p a r t i c l e s  o f  a v i s c o u s  f l u i d .  The  s e c o n d  
d e r i v a t i v e  f : ( O )  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  l o c a l  f r i c t i o n  s t r e s s .  T h e  
v a l u e s  f a n d  H a r e  s h a p e  p a r a m e t e r s  , c h a r a c t e r i z i n g  t h e  S y l l n e s s  
o f  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  a c r o s s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  a n d  t"" i s  a 
p a r a m e t e r  d e p e n d i n g  o n  t h e  i n t e n s i t y  o f  s u c t i o n  o f  t h e  f l u i d  a c r o s s  
a p o r o u s  s u r f a c e .  

T h e  d a t a  o f  t h e  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n s  f o ,  f i  a n d  f: 
as  a f u n c t i o n  of t h e  d i m e n s i o n l e s s  c o o r d i n a t e  0 for d i f f e r e n t  v a l u e s  
o f  t h e  p a r a m e t e r  C a r e  shown i n  T a b l e  5 ,  a n d  t h e  g r a p h  ( F i g .  12) 
shows  t h e  d i m e n s i o n l e s s  l o c a l  v e l o c i t y  a c r o s s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a s  
a f u n c t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d i s t a n c e  
a l o n g  t h e  n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y .  

/ 5 8T a b l e  6 a n d  F i g u r e  1 3  show t h e  v a l u e s  o f  t h e  i n t e g r a l  c h a r - 
a c t e r i s t i c s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  A ,  B ,  D ,  F o ,  f : ( O ) ,  f ,  H a n d  t"$'. 
The b a s i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  c h a n g e  i n  f u l l  
c o r r e l a t i o n  t o  t h e  p h y s i c a l  p r o c e s s e s ,  f l o w i n g  w i t h  f l u i d  s u c t i o n  
f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h r o u g h  t h e  p o r o u s  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y .  

f 


0.04 

0 0.8 

F i g .  1 3 .  The  C h a r a c t e r i s t i c s  o f
~ 

t h e  B o u n d a r y  L a y e r  A ,  B a n d  D ( a ) ,  
f : ( O )  a n d  F o  ( b )  a n d  f ,  H ,  t5:;?( c )  
as  a F u n c t i o n  o f  t h e  V a l u e  o f  t h e  
C o n s t a n t  C w i t h  E x p o n e n t i a l  E x t e r 
n a l  F l o w .  
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The 	 S o l u t i o n  f o r  t h e  General Case o f  a 
Boundary Layer i n  S e r i e s  Form 

For t h e  a r b i t r a r y  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n s  i n  t h e  e x t e r n a l  f l o w  
and  s u c t i o n  , a l o n g  a p o r o u s  s u r f a c e ,  s e v e r a l  m e t h o d s  o f  c a l c u l a t i n g  
a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  were  d e v e l o p e d  w h i c h  i n  a c e r t a i n  s e n s e  
c a n  b e  c o n s i d e r e d  p r e c i s e .  They  c a n  b e  c l a s s i f i e d  as m e t h o d s  o f  
s o l u t i o n  b a s e d  on  t h e  u s e  o f  s e r i e s  e x p a n s i o n  a n d  m e t h o d s  b a s e d  on  
f i n i t e  d i f f e r e n c e  c a l c u l u s .  

T A B L E  6 .  V A L U E S  OF T H E  I N T E G R A L  C H A R A C T E R I S T I C S  OF A L A M I N A R  / 5 9-
B O U N D A R Y  LAYER W I T H  E X P O N E N T I A L  V E L O C I T Y  D I S T R I B U T I O N  O N  T H E  O U T E R  
B O U N D A R Y  

0,2 0,4763 0.2200 1.0166 0,3601 0.0965 2.1682 
0.4 0,4519 0,2092 1.0768 2,1600 
0,6 0.4290 0.1994 1.1400 2.1518 
0,8 0.4077 1,2052 2; 1445 0: 1521 
1.0 0,3878 1.2731 2- 1378 0: 1814 
1.4 0,3520 

1 5676 
1.4160 OiO548 211261 0.2318 

1.8 0.3287 025020 0.0459 2,1165 0,2729 

I n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  u s i n g  s e r i e s ,  
w h i c h  a r e  a p p l i c a b l e  w i t h  power  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  on t h e  o u t e r  
b o u n d a r y  of t h e  l a y e r ,  u n i v e r s a l  f u n c t i o n s  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  
t h e s e  s e r i e s  were  c o m p u t e d .  Due t o  p o o r  c o n v e r g e n c e ,  t h e s e  s e r i e s  
a r e  u s e d  o n l y  t o  o b t a i n  i n i t i a l  v a l u e s  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  f i n i t e  
d i f f e r e n c e  m e t h o d .  

G o r t l e r  [ 6 5 ]  - [ 6 7 1  p r o p o s e d  a new m e t h o d ,  b a s e d  o n  t h e  r e p r e 
s e n t a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  i n  s e r i e s  f o r m  w i t h  h i g h  c o n v e r g e n c e  a n d  
t h e  i n t r o d u c t i o n  of  t h e  new d i m e n s i o n l e s s  v a r i a b l e s :  

'J
0 

( 2 . 3 5 )  

We now i n t r o d u c e  t h e  f u n c t i o n  

( 2 . 3 6 )  

w h e r e  ~ ) ( x , y )  i s  t h e  c u r r e n t  f u n c t i o n .  Thus  f o r  t h e  v e l o c i t y  com
p o n e n t s  w e  o b t a i n  

( 2 . 3 7 )  
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and  w e  c o n v e r t  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  f o r  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t o  
i t s  f i n a l  f o r m  

( 2 . 3 9 )  

w h e r e  t h e  f u n c t i o n  

( 2 . 4 0 )  

a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  t h e  f o l l o w i n g :  

( 2 . 4 1 )  

The  f u n c t i o n  

( 2 . 4 2 )  

t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

We w i l l  a s s u m e  t h a t  f u n c t i o n s  ( 2 . 4 0 )  and  ( 2 . 4 2 )  c a n  b e  e x p a n d e d  
t o  a s e r i e s  o v e r  5 ,  c o n v e r g i n g  i n  t h e  i n t e r v a l  o f  i n t e r e s t  t o  u s ,  
a n d  w e  w i l l  r e p r e s e n t  t h e s e  f u n c t i o n s  i n  t h e  f o r m  o f  power  s e r i e s  

47 



I n  a d d i t i o n ,  w e  a s s u m e  t h a t  

u (X) =x', 1% + slxm+' 9 sy(c2(m+" 9, ...I, ( 2 . 4 4 )  	 / 6 1-
w h e r e  m = @ 0 / ( 2  - B O )  a n d  S O  # 0 .  T h e  e x p r e s s i o n  m = 0 ( B o  = 0 )  
r e f e r s  t o  t h e  flow n e a r  t h e  c r i t i c a l  p o i n t  o f  t h e  p l a t e ,  a n d  m = 1 
( B o  = 1) r e f e r s  t o  t h e  s t r e a m l i n i n g  o f  t h e  r o u n d e d  l e a d i n g  e d g e .  

T h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s u c t i o n  r a t e  c a n  a l s o  b e  e x p a n d e d  t o  
t h e  power  s e r i e s  

( 2 . 4 5 )  

We w i l l  s e e k  t h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 3 9 )  i n  t h e  f o r m  

m 

( 2 . 4 6 )  

The  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  f u n c t i o n s  f o  ( 0 )  c a n  
1 

b e  r e d u c e d  t o  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  a u x i l i a r y  f u n c t i o n s .  However ,  t h e  
number  o f  a u x i l i a r y  f u n c t i o n s  i n c r e a s e s  v e r y  r a p i d l y  w i t h  a n  i n c r e a s e  
i n  t h e  o r d e r  of a p p r o x i m a t i o n .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  f o r  f o u r t h  o r d e r  
t h e r e  w i l l  b e  38  a u x i l i a r y  f u n c t i o n s .  

For t h e  p r a c t i c a l  u s e  o f  b o u n d a r y  l a y e r  s u c t i o n ,  t h e  c a s e  i s  
i n t e r e s t i n g  when s u c t i o n  b e g i n s  a t  a c e r t a i n  d i s t a n c e  x o  f r o m  t h e  
l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  b o d y .  Then  t h e  s u c t i o n  d i s t r i b u t i o n  i s  a c o n 
t i n u o u s  f u n c t i o n  o f  a c o o r d i n a t e  a l o n g  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y .  

W .  R h e i n b o l d t  [ 9 7 ]  p r o p o s e d  a s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  for t h e  
g e n e r a l  c a s e  o f  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a l o n g  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  e x p a n s i o n s  

OD I 
( 2 . 4 7 )  

00 I 

( i n  t h e  l a s t  e x p a n s i o n  v o  # 0). 
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F i g .  1 4 .  Flow Wi th  U n i f o r m  S u c t i o n  o f  a L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  o n  
a P l a t e  ( a )  a n d  T h r o u g h  a S l o t  (b) ( A c c o r d i n g  t o  R h e i n b o l d t ) .  

When e x p a n s i o n s  ( 2 . 4 7 )  a r e  a p p l i e d  a t  p o i n t  x = X O ;  y = 0 t h e r e  /63 
i s  a s i n g u l a r i t y ,  w h i c h  w e  c a n  i n v e s t i g a t e  b y  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  
c o o r d i n a t e s  

o =  v-: 1 
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T h e  c u r r e n t  f u n c t i o n ,  w h i c h  f o r  l a r g e  v a l u e s  o f  x t e n d s  t o  a n  asymp
t o t i c  s o l u t i o n ,  i s  d e f i n e d  i n  t h e s e  new v a r i a b l e s .  

A s  a n  e x a m p l e ,  R h e i n b o l d t  e x a m i n e d  a f l a t  p l a t e  w i t h  u n i f o r m  
s u c t i o n  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  d o w n s t r e a m  f o r  t w o  v a r i a n t s :  b e g i n n i n g  
w i t h  a g i v e n  p o i n t  x o  ( F i g .  1 4 a )  a n d  f o r  u n i f o r m  s u c t i o n  b e t w e e n  
t w o  p o i n t s  xo a n d  x1 ( F i g .  1 4 b ) .  

Use of t h e  General Method of F i n i t e  Di f fe rences  

The  s e c o n d  t r e n d  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  p r e c i s e  m e t h o d s  f o r  
i n t e g r a t i n g  t h e  e q u a t i o n s  f o r  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i s  t h e  a p p l i 
c a t i o n  o f  t h e  g e n e r a l  m e t h o d  o f  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  [131]. The 
m e t h o d  o f  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  a s  a p p l i e d  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  a b o u n d 
a r y  w a s  d e v e l o p e d  b y  S c h r o d e r  [ l o 4 1  a n d  G S r t l e r  [ 6 4 ] .  We w i l l  now 
e x a m i n e  G S r t l e r ’ s  m e t h o d  w i t h  t h e  r e f i n e m e n t s  f o r  s o l u t i o n  n e a r  t h e  
s u r f a c e ,  w h i c h  w e r e  p r o p o s e d  b y  W i t t i n g  C1241.  

We i n t r o d u c e  t h e  d i m e n s i o n l e s s  v a r i a b l e s  

w h e r e  U O  i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  v e l o c i t y  a n d  L i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
l e n g t h .  

A f t e r  t h e  e x c l u s i o n  o f  t h e  v a l u e  V ,  w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  e q u a 
t i o n  o f  c o n t i n u i t y  f o r  a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r ,  w e  c a n  w r i t e  e q u a 
t i o n  ( 2 . 7 )  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  i n  t h e  form 

( 2 . 4 9 )  

For a p o i n t  w i t h  c o o r d i n a t e s  X i ,  Y k  ( F i g .  15) 

x r = x o f i h ;  C = O ,  f l ,  *.2; ...:h > 0 ;-
Y& = H; k =  0. 1, 2; ...; l > O ;  

e 1
- @,* Y& 

We w i l l  e x p r e s s  t h e  d e r i v a t i v e s  as  f i n i t e  d i f f e r e n c e s :  

5 0  
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( 2 . 5 0 )  

w h e r e  

P i g .  1 5 .  A G r i d  for w h e r e  

C o n p u t i n g  F i n i t e  D i f  

f e r e n c e s .  


2 9The d i f f e r e n c e s  V i i , 0 ,  V i i , o Y  Q7,,1 n e a r  t h e  w a l l  c a n  b e  c o m p u t e d  
i n  t h e  f o l l o w i n g  form. From e q u a t i o n  ( 2 . 4 9 )  w i t h  y = 0 ,  we h a v e  

( $ - ) # 4 = v ( ; ) o + g = v o { ~ )  0-UU'. 
( 2 . 5 2 )  

D i f f e r e n t i a t i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 4 9 )  we o b t a i n  

( 2 . 5 3 )  

We c a n  w r i t e  t h e  a p p r o x i m a t e  r e l a t i o n s h i p  n e a r  t h e  w a l l  for t h e  
t h r e e  p o i n t s  y 1  , y 2  a n d  y 3  a s :  
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a n d  t h u s  w e  o b t a i n  t h r e e  e q u a t i o n s  f o r  d e t e r m i n i n g  , c ( x ) ,  d(x) a n d
V,, 4 1 , f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t  

( 2 . 5 4 )  

I n  a d d i t i o n  

D e n o t i n g  

Vi,@- v1.2 -VlJ* 

a f t e r  s i m p l e  t r a n s f o r m a t i o n s  w e  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  

( 2 . 5 5 )  

T h i s  r e l a t i o n s h i p  i s  t h e  g e n e r a l i z e d  G i j r t l e r  f o r m u l a  f o r  a p e r m e a b l e  
s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  

R h e i n b o l d t  [ 9 7 ]  f o u n d  t h a t  t o  o b t a i n  more  s t a b i l i t y  i n  s o l u t i o n  
i t  w a s  i i e c e s s a r y  t o  u s e  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  

( 2 . 5 6 )  

A somewha t  d i f f e r e n t  a p p r o a c h  t o  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  f i n i t e  
d i f f e r e n c e  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  a n  i n c o m p r e s s i b l e  
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  w a s  p r o p o s e d  b y  
S m i t h  a n d  C l u t t e r  [ 1 0 7 ] .  A c c o r d i n g  t o  t h e  a b o v e - m e n t i o n e d  r e f e r e n c e ,  
t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  f o r  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a n d  t h e  e q u a t i o n  o f  
d i s c o n t i n u i t y  ( 2 . 7 )  c a n  b e  r e d u c e d  t o  o n e  t h i r d - o r d e r  e q u a t i o n  r e l - /66 
a t i v e  t o  t h e  c u r r e n t  f u n c t i o n  $ by u s i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p s  

u = - 89 	. 
' ( 2 . 5 7 )  

( 2 . 5 8 )  

A s  a r e s u l t  w e  o b t a i n  t h e  e q u a t i o n  
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w h i l e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w i l l  b e  

a\p--+U(%) w i t h  y + w .a!/ 

( 2 . 5 9 )  

( 2 . 6 0 )  

U s i n g  t h e  new v a r i a b l e s  w h i c h  were  f i r s t  i n t r o d u c e d  b y  F a l k n e r  a n d  
S k a n  

w e  c o n v e r t  e q u a t i o n  ( 2 . 7 )  t o  t h e  f o r m  

( 2 . 6 1 )  

( 2 . 6 2 )  

x dVThe p a r a m e t e r  M = ( g ) ( - - >  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  v e l o c i t y  g r a d i e n tdx 
o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
w i l l  b e  

( 2 . 6 3 )  

w h e r e  5 i s  t h e  i n t e g r a t i o n  v a r i a b l e .  

E q u a t i o n  ( 2 . 6 2 )  h a s  i m p o r t a n t  a d v a n t a g e s  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  
o t h e r  p o s s i b l e  f o r m s  o f  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  w h i c h ,  
a s  a r u l e ,  h a v e  a n a t u r a l  s i n g u l a r i t y  a t  t h e  p o i n t  x = 0 .  I n  a d d i t i o n ,  
t o  s o l v e  t h e m  w e  m u s t  a s s i g n  a n  i n i t i a l  p r o f i l e .  T h i s  p r o f i l e  i s  
u s u a l l y  a s s i g n e d  a t  a c e r t a i n  d i s t a n c e  f r o m  t h e  l e a d i n g  e d g e .  

E q u a t i o n  ( 2 . 6 2 )  d o e s  n o t  c o n t a i n  s i n g u l a r i t i e s  a t  t h e  i n i t i a l  /67 
p o i n t .  I n  t h i s  e q u a t i o n ,  w i t h  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  d e r i v a t i v e s  
o f  f o  a r e  f i n i t e ,  t h e  e x p r e s s i o n  i n  b r a c k e t s ,  c o n t a i n i n g  t h e  d e r i v 
a t i v e s  o v e r  x ,  b e c o m e s  z e r o ,  a n d  t h u s  h a s  a s e l f - s i m i l a r  s o l u t i o n .  
The f o r m  o f  t h i s  e q u a t i o n  i s  s u c h  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  i n  b r a c k e t s  
r e p r e s e n t s  a c o r r e c t i o n  t o  t h e  s e l f - s i m i l a r  s o l u t i o n s .  I n  t h i s  c a s e  
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t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  on t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
i s  somewha t  s i m p l i f i e d .  

T h e  b a s i c  i d e a  o f  t h i s  s o l u t i o n  c o n s i s t s  i n  t h e  r e p l a c e m e n t  o f  
t h e  d e r i v a t i v e  o v e r  x b y  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  i n  o r d e r  t o  r e d u c e  t h e  
e q u a t i o n  i n  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  t o  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a 
t i o n .  A s  a r e s u l t  o f  t h o r o u g h  i n v e s t i g a t i o n s  i n t o  t h e  use o f  two-
p o i n t ,  t h r e e - p o i n t  a n d  f o u r - p o i n t  s c h e m e s  , S m i t h  a n d  C l u t t e r  [ l o 7 1  
d e c i d e d  on  a t h r e e - p o i n t  s c h e m e ,  c h a r a c t e r i z e d  b y  r e a s o n a b l e  p r e 
c i s i o n  a n d  t h e  n e c e s s a r y  s t a b i l i t y .  

I n  e q u a t i o n  ( 2 . 6 2 )  b o t h  d e r i v a t i v e s  o v e r  x a r e  r e p l a c e d  b y  t h e  
L a g r a n g e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  f o r m u l a  f o r  t h r e e  p o i n t s .  L e t  m d e n o t e  
t h e  o r d e r  o f  t h e  d e r i v a t i v e ,  t h e n  

( 2 . 6 4 )  

The  e r r o r  i n  f o r m u l a  ( 2 . 6 4 )  i s  o f  t h e  o r d e r  

The  d i f f i c u l t i e s  i n  s o l v i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 6 2 )  n u m e r i c a l l y  a r e  
c a u s e d  b o t h  b y  i t s  n o n l i n e a r i t y  a n d  b y  t h e  f a c t  t h a t  o n e  o f  t h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w a s  a s s i g n e d  w i t h  17 0 3 .  W i t h  i n t e g r a t i o n  w e  
u s e  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  e m p l o y i n g  v a r i o u s  e x t r a 
p o l a t i o n  f o r m u l a s .  

The p r o b l e m  w i t h  t h e  g e n e r a l  m e t h o d s ,  w h i c h  a r e  b a s e d  on u s i n g  / 6 8  
t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e ,  i s  t h a t  t h e y  a r e  v e r y  u n w i e l d y .  How
e v e r ,  i f  we make t h e  c a l c u l a t i o n s  on  a c o m p u t e r ,  t h i s  p r o b l e m  i s  
e l i m i n a t e d .  

Poss ib l e  So lu t ions  f o r  Ce r t a in  C las ses  o f  Problems 

The  g e n e r a l  t h e o r y  o f  s e l f - s i m i l a r  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n s  
f o r  a b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p l a n e  case  w a s  d e v e l o p e d  b y  H o l s t e i n  [ 7 6 ] ,  
M a n g l e r  [ 8 5 ]  a n d  Wues t  [131]. I n  o r d e r  t o  make t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  
s e l f - s i m i l a r ,  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  m u s t  b e  s a t i s f i e d :  

( 2 . 6 5 )  

w h e r e  
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I n t e g r a t i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  o f  s y s t e m  ( 2 . 7 )  

( 2 . 6 6 )  

a n d  s u b s t i t u t i n g  t h i s  r e l a t i o n s h i p  i n t o  t h e  P r a n d t l  e q u a t i o n ,  w e  
o b t a i n  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

u"' +a,uo" + a, (1 -Of*) =0, 
( 2 . 6 7 )  

w h e r e  

- 1a, 	 -.-dU 
gz dr' 

From e q u a t i o n  ( 2 . 6 6 )  we f i n d  t h e  s u c t i o n  d i s t r i b u t i o n  a l o n g  t h e  sur
f a c e  o f  t h e  b o d y  

( 2 . 6 8 )  

s i n c e  

Q' (0)=0; u (0)= const. 

Wi th  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n s  w e  c a n  f i n d  s e v e r a l  v a r i a n t s  o f  /69 
t h e  s o l u t i o n s .  T a b l e  7 [131] s h o w s  t h e  p o s s i b l e  s e l f - s i m i l a r  s o l u 
t i o n s .  

L e t  u s  now e x a m i n e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s e l f - s i m i l a r  b o u n d a r y  l a y e r s  
i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  r e s u l t s  o f  W u e s t ' s  i n v e s 
t i g a t i o n s  [131]. 

1. S e l f - s i m i l a r i t y  a l o n g  a s u r f a c e .  I n  t h i s  c a s e  t h e  v e l o c i t y  
p r o f i l e s  on t h e  e n t i r e  s u r f a c e  a r e  a f f i n e  a n d  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  
c o r r e s p o n d s  t o  t h e  e x p r e s s i o n  

( 2 . 6 9 )  
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w h e r e  5 = 6 g ( x , y ) z ;  x a n d  y a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  a l o n g  t h e  s u r f a c e ;  
z i s  t h e  c o o r d i n a t e  n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e ;  Ut? a n d  Vf: a r e  t h e  s c a l e  
f a c t o r s  for v e l o c i t y . .  I f  t h e  v e l o c i t i e s  U a n d  V on  t h e  o u t e r  bound
a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  d o  n o t  become  e q u a l  t o  z e r o ,  t h e n  w e  c a n  
t a k e  Vf: = U a n d  Vfs = V .  S u b s t i t u t i n g  r e l a t i o n s h i p  ( 2 . 6 9 )  i n t o  t h e  
s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  

( 2 . 7 0 )  

w e  o b t a i n  t h e  s y s t e m  o f  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  

( 2 . 7 1 )  

w h e r e  

I n  t h i s  c a s e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on t h e  wall ( z  = 0 )  w i l l  h a v e  
t h e  f o r m  

0'(0)= '3' (0) & 0; 

~(0) 00= const; T (0) =To = const, 

The c o n d i t i o n s  on  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a r e  
a f u n c t i o n  of  t h e  c h o i c e  of Uf: a n d  V f : .  I f  Ug: = U a n d  Vf: = V ,  t h e y  
w i l l  c o r r e s p o n d  t o  t h e  e x p r e s s i o n  c r ' ( c 0 )  = ~ ' ( m )= 1. T o  s a t i s f y  
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on  t h e  w a l l  t h e  s u c t i o n  r a t e  m u s t  s a t i s f y  
t h e  e q u a t i o n  

( 2 . 7 2 )  
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m e t e r s  

T A B L E  7 .  SELF-SIMILAR SOLUTIONS T O  THE EQUATIONS FOR A PLANE B O U N D - /70 
A R Y  L A Y E R  I N  T H E  PRESENCE OF SUCTION. 

T y p e  o f  Flow S o u r c e  

A P l a t  P l a t e  

The C r i t i c a l  P o i n t  

F l o w  i n  t h e  
D i f f u s i o n  S e c t i o n  

F l o w  i n  t h e i w e d g e s
Flow i n  t h e , .  

C o n v e r g e n c e  S e c t i o n  
F l o w  i n  t h e ,  

D i f f u s i o n  S e c t i o r  
B a c k f l o w  i n  
t h e  Wedges 
F l o w  i n  t h e  

C o n v e r g e n c e  S e c t i o n  
F l o w  i n  t h e  

C o n v e r g e n c e  S e c t i o n  
F l o w  i n  t h e  

D i f f u s i o n  S e c t  i o n  
F l o w  f rom:  
t h e  D r a i n  

Flow f r o m  
t h e  S o u r c e  

/ 7 1T h e s e  r e s u l t s  a r e  a n a l o g o u s  t o  a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r .  H o w e v e r , - - - -
f o r  a s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r ,  g i s  a f u n c t i o n  i n  two  v a r i a b l e s .  Pos
s i b l e  s o l u t i o n s  for t h e  s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  
s u c t i o n  a n d  [ s e l f - s i m i l a r i t y  a l o n g  a s u r f a c e ]  a r e  shown  i n  T a b l e  8 ,  
w h i l e  f o r  c a s e s  7 a n d  8 ,  a s s u m i n g  ml = m2 = m o r  n 1  = n2 = n ,  w e  c a n  
o b t a i n  t h e  a d d i t i o n a l  s o l u t i o n  

= A @x + gy)"; 

v =B @x +gy)"; 

T A B L E  8 .  THREE-DIMENSIONAL B O U N D A R Y  L A Y E R  I N  THE PRESENCE OF SUCTION 
W I T H  SELF-SIMILARITY A L O N G  A SURFACE. 

.. .~ 

7 'IP a r a - IZse 1 Case 3 c.ase I C a s e  8 
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2 .  S e l f - s i m i l a r i t y  A l o n g  a L i n e .  I n  t h i s  c a se  t h e  v e l o c i t y  
p r o f i l e s  a r e  a f f i n e  a l o n g  t h e  l i n e  x ( x , y )  = c o n s t .  T h u s  for t h e  
v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  u a n d  v 

u ( x ,  y. 2) - a(J(x.5) . U(X'  Y' 2) - & ( X '
a& 
�I 

u* (x. y) ag ' V*O1,Y) ' ( 2 . 7 3 )  / 7 2  

w h e r e  

S u b s t i t u t i n g  t h i s  r e l a t i o n s h i p  i n t o  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  s y s 
t e m  ( 2 . 7 ) ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  s y s t e m  of d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
i n  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  w i t h  t h e  t w o  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  x a n d  5 .  

Here a1 , a 2 ,  a 3 ;  b l  , b2 , b3 h a v e  t h e  p r e v i o u s  v a l u e s ,  b u t  t h e y  a r e  
n o  l o n g e r  c o n s t a n t s ;  b a t h e r  t h e y  a r e  f u n c t i o n s  o f  x. 

I n  a d d i t i o n  

( 2 . 7 5 )  

The  s u c t i o n  l a w  mus t  s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n  

The  e x p r e s s i o n  i n  p a r e n t h e s i s  i s  a f u n c t i o n  o n l y  o f  x. 
N u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  o f  a s p a t i a l  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e 

s e n c e  o f  s u c t i o n  a n d  l i n e a r  s e l f - s i m i l a r i t y  were n o t  made u n t i l  
r e c e n t l y .  

A Boundary Layer  W i t h  I n t e n s e  S u c t i o n  

L e t  u s  now e x a m i n e  t h e  case o f  i n t e n s e  s u c t i o n  o f  a f l u i d  f r o m  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r  when t h e  s u c t i o n  r a t e  i s  h i g h .  T h e n ,  a s  P r e t s c h  
e x p l a i n e d  L951 ,  [ 9 6 ] ,  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
w i t h  a n  a r b i t r a r i l y  a s s i g n e d  s u c t i o n  r a t e  V O ( X )  a n d  v e l o c i t y  d . i s t r i 
b u t i o n  a l o n g  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  l a y e r  U ( x )  i s  r e a s o n a b l y  w e l l  
a p p r o x i m a t e d  b y  t h e  a s y m p t o t i c  s u c t i o n  p r o f i l e  ( 2 . 3 ) .  

5 8  



- + I  

If /73 

( 2 . 7 7 )  

t h e n  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a r e  

( 2 . 7 8 )  

We c a n  c o n v e r t  t h e  e q u a t i o n  o f  f l u i d  m o t i o n  ( t h e  f i r s t  e q u a t i o n  
of  s y s t e m  ( 2 . 1 ) )  t o  t h e  f o r m  

( 2 . 7 9 )  

a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w i l l  b e  

( 2 . 8 0 )
a w i t h  C.488. 

When t h e  v a l u e  o f  v o  i s  v e r y  h i g h ,  e q u a t i o n  ( 2 . 7 9 )  c a n  b e  s i m 
p l i f i e d  c o n s i d e r a b l y  a n d  t a k e s  t h e  f o r m  

( 2 . 8 1 )  

T h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 8 1 )  when t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
a r e  s a t i s f i e d  i s  

( 2 . 8 2 )  

5 9  



C o m p a r i n g  e x p r e s s i o n  ( 2 . 8 2 )  w i t h  t h e  s o l u t i o n  t o  ( 2 . 3 ) ,  w h i c h  w e  / 7 4  
o b t a i n e d  e a r l i e r ,  w e  a r r i v e  a t  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  t h e  l i m i t i n g  s h a p e  
of  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  
o f  i n t e n s e  s u c t i o n  i s  a n  a s y m p t o t i c  p r o f i l e .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c  t h i c k n e s s e s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a r e  i n v e r s e l y  p r o 
p o r t i o n a l  t o  t h e  s u c t i o n  r a t e  v o  a n d  a r e  n o t  a f u n c t i o n  o f  t h e  l o c a l  
v e l o c i t y  on t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  l a y e r .  

A n a l o g o u s  r e a s o n s  a l l o w e d  Watson  E1201 t o  o b t a i n  a n  a n a l o g o u s  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  i n  t h e  ca se  when t h e  s u c t i o n  
r a t e  v o  i s  h i g h .  A p p r o x i m a t e l y ,  t h i s  e x p r e s s i o n  h a s  t h e  f o r m  

w h e r e  fo , O  , f l  , o  f o  , 1  , . .  . a r e  f u n c t i o n s  i n  5. 

A f t e r  s u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n  ( 2 . 8 3 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 2 . 6 3 )  a n d  
s a t i s f y i n g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 2 . 6 5 ) ,  w e  c a n  c o m p u t e  t h e  f u n c 
t i o n s  f " , ~ ,f 1 , 0 ,  f o y l ,  . . .  . Then  f o r  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  we o b t a i n  
t h e  e x p r e s s i o n  

( 2 . 8 4 )  

w h e r e  

( 2 . 8 5 )  / 7 5-
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The  c h a r a c t e r i s t i c s  of t h e  b o u n d a r y  l a y e r  c a n  b e  c o m p u t e d  u s i n g  
s e r i e s  ( 2 . 8 4 ) .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  d i m e n s i o n l e s s  v a l u e  o f  t h e  c o e f 
f i c i e n t  o f  l o c a l  f r i c t i o n  i s  

( 2 . 8 6 )  

++JVo---dzv, io u2
5 

dx2 3 
(&,)z] 	 +*..; 

e 

t h e  d i m e n s i o n l e s s  d i s p l a c e m e n t  t h i c k n e s s  i s  

( 2 . 8 7 )  

a n d  t h e  d i m e n s i o n l e s s  t h i c k n e s s  o f  i m p u l s e  l o s s  i s  

7 dU 
V 

251- dzU-u--v;+- 347 dU 
72 dxp. 24 (z)*- ( 2 . 8 8 )  
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CHAPTER 3 

APPROXIMATE METHODS OF CALCULATION FOR A PLANE BOUNDARY LAYER /77 
T h e  Use o f  I m p u l s e  R e l a t i o n s h i p s  

F o r  a n  a p p r o x i m a t e  c a l c u l a t i o n  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  
w i t h  a n  a r b i t r a r y  v e l o c i t y  d i s t r i b t u i o n  a l o n g  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  
o f  t h e  l a y e r ,  w e  c a n  u s e  e i t h e r  t h e  i n t e g r a l  i m p u l s e  r e l a t i o n s h i p  
( 1 . 3 4 )  or t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p s  f o r  i m p u l s e s  a n d  e n e r g y  ( 1 . 3 7 )  
t o g e t h e r .  The e s s e n c e  o f  t h e s e  m e t h o d s  i s  t h a t  i n s t e a d  o f  t h e  
a c t u a l  v e l o c i t y  p r o f i l e s  i n  t h e  c r o s s  s e c t i o n s  of  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  
w e  use a n  a p p r o x i m a t e  o n e - p a r a m e t e r  s e t .  

V a r y i n g  t h e  p a r a m e t e r ,  c a l l e d  a s h a p e  f a c t o r ,  a l l o w s  u s  t o  
c r e a t e  a v a r i e t y  o f  p r o f i l e  s h a p e s  n e c e s s a r y  f o r  a n  a p p r o x i m a t e  d e s 
c r i p t i o n  o f  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  The  
known m e t h o d s  of  a p p r o x i m a t e  c a l c u l a t i o n  f o r  a l a m i n a r  b o u n d a r y  
l a y e r  a r e  c h a r a c t e r i z e d  b y  a n  a s s u m e d  s e t  o f  v e l o c i t y  p r o f i l e s  i n  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  a n d  a l s o  by  t h e  c h o i c e  o f  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p s  

S c h l i c h t i n g  C1031 p r o p o s e d  t h e  f i r s t  m e t h o d  o f  a p p r o x i m a t e  c a l 
c u l a t i o n  f o r  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o f  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  
p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  T h i s  m e t h o d  w a s  b a s e d  o n  t h e  i n t e g r a l  i m p u l s e  
r e l a t i o n s h i p  ( 1 . 3 4 ) .  We c h o o s e  as  a s e t  o f  v e l o c i t y  p r o f i l e s  i n  
t h e  l a y e r  t h e  o n e - p a r a m e t e r  s e t  

w h e r e  
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71The f u n c t i o n  s i n ( r n )  q u i t e  s a t s i f a c t o r i l y  a p p r o x i m a t e s  t h e  B l a s i u s  /78
p r o f i l e .  

Due t o  t h i s  c h o i c e  o f  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e ,  t h e  f o l l o w i n g  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  a u t o m a t i c a l l y  s a t i s f i e d :  

( 3 . 2 )  

The p a r a m e t e r  k i s  d e f i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n  

w i t h  

T h i s  e q u a t i o n  w a s  o b t a i n e d  as  a 
v e l o c i t y  p r o f i l e s  ( 3 . 1 )  i n t o  t h e  

T o  d e t e r m i n e  t h e  t h i c k n e s s  
n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  loss a n d  t h e  
w e  o b t a i n  

A *  = d ( l  -0.09014k); 

(3.3) 


r e s u l t  o f  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  
i m p u l s e  r e l a t i o n s h i p  ( 1 . 3 4 ) .  

o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  f l o w ,  t h e  t h i c k -
t a n g e n t i a l  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n ,  

I 
a** = 6 1 -0,09014k 

0.5 $. 0,06656k-0,02358P' ( 3 . 4 )  

Ios** [1 +k (1 -+)I (0.5 +0.06656k-O,02358ka).
PU 


U s i n g  e q u a t i o n  ( 1 . 3 4 )  a n d  f o r m u l a  ( 3 . 4 )  w e  a r r i v e  a t  t h e  o r d i n a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

1 
dZ -4 [ '0,5+0,06656k- 0,02358ka 

( 3 . 5 )  

w h e r e  / 7  9-
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To s i m p l i f y  t h e  n o t a t i o n ,  w e  i n t r o d u c e  t h e  f u n c t i o n  

-2t**, ( 3 . 6 )  

a n d  r e d u c e  e q u a t i o n  ( 3 . 5 )  t o  t h e  f o r m  

( 3 . 7 )  

I t  i s  a d v i s a b l e  t o  i n t e g r a t e  e q u a t i o n  ( 3 . 7 )  b y  t h e  i s o c l i n e  m e t h o d .  

The case  i n  w h i c h  t h e  o n e - p a r a m e t e r  p r o f i l e  s e t  ( 3 . 1 )  u n d e r 
g o e s  a b r e a k  i n  c o n t i n u i t y  w i t h  11 = 3 s h o u l d  b e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  
d e f i c i e n c i e s  of  t h e  m e t h o d  w e  a r e  e x a m i n i n g .  T h i s  f a c t  c o n t r a d i c t s  
t h e  p h y s i c a l  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  I n  a d d i t i o n ,  
i n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( 3 . 7 )  by  t h e  i s o c l i n e  m e t h o d  i s  a v e r y  t i m e -
c o n s u m i n g  a n d  u n w i e l d y  o p e r a t i o n .  

The T o r d a  m e t h o d  [ l l S ]  i s  b a s e d  o n  t h e  u s e  o f  t h e  i n t e g r a l  
i m p u l s e  r e l a t i o n s h i p s  ( 1 . 3 4 ) .  For a v e l o c i t y  p r o f i l e  a c r o s s  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r ,  w e  c h o o s e  a t h i r d  d e g r e e  p o l y n o m i a l .  T h e  p o l y n o m i a l  
c o e f f i c i e n t s  a ,  b ,  e a n d  d a r e  d e f i n e d  b y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

u = 0; v = v,; v, 
0 

w i t h Y = O ;  ( 3 . 8 )  

u = u; 

The p o l y n o m i a l  c o e f f i c i e n t s  a r e  

-31r + 4P 
C =  Po, a 

d =  -6 + 3 h + 2 h 2 - 6 1 t - 3 P  
e- 6% 

d u  6 2
w h e r e  D1 = 1 8  + 6 t  + t 2 ,  X = - - t h e  P o h l h a u s e n  p a r a m e t e r ;  t = /80
- V o 6  dx v 

i s  t h e  s u c t i o n  p a r a m e t e r .
V 

64 




H a v i n g  d e t e r m i n e d  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  p o l y n o m i a l ,  w e  c a n  
c o m p u t e  t h e  f u n c t i o n  

6+* IGI (A, t )  =-
6 

= -2
1260D1

I144(406 +278t + 89t2 + 13ta+t') 
-6A(132 - 158t - 104t2- 131') -h2(612+ 3031 -38t31; i (3.9)

&* -IG,(L,  t )  = -6 == -14 (36 + 16t 93')-3h(4 + t)]; 1 
200, 

G3 (A, t )  = 24 -t 6~+ t h  Gl(h,r). 
D, 

I n  t h i s  case  t h e  i m p u l s e  r e l a t i o n s h i p  h a s  t h e  f o r m  

(3.10) 


E q u a t i o n  ( 3 . 1 0 )  s h o u l d  a l s o  b e  i n t e g r a t e d  b y  t h e  i s o c l i n e  m e t h o d .  

T r u c k e n b r o d t  [ 1 1 7 ]  p r o p o s e d  a s i m p l e r  m e t h o d  f o r  c a l c u l a t i n g  
a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  
s u c t i o n .  C o n v e r t i n g  t h e  i m p p l s e  e q u a t i o n  ( 1 . 3 4 )  t o  t h e  f o r m  

( 3 . 1 1 )  

w h e r e  

f# 

v dx' 

p*- ,  --uo6+*2 3 -
ti** , f -. - t  

v '  v ' 

t h e  f u n c t i o n  G c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a p p r o x i m a t e l y  i n  l i n e a r  f o r m  

G = ~ ~ ( l - - 2 2 t * * ) - ( b ,  $'I)!, (3.12) 

w h e r e  eo = 0 . 4 4 1 ,  bo = 5. 

Then  e q u a t i o n  ( 3 . 1 1 )  b e c o m e s  a B e r n o u l l i  t y p e  e q u a t i o n  w h i c h  
c a n  b e  i n t e g r a t e d  i n  f i n i t e  f o r m .  T h u s ,  b y  c o m p u t i n g  t h e  f u n c t i o n  
6 a a ( x )  w e  c a n  d e t e r m i n e  a l l  t h e  r e m a i n i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a 
b o u n d a r y  l a y e r .  

T O  c a l c u l a t e  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r ,  i n  t h e  p r e s e n c e  of S U C 

t i o n ,  r e f e r e n c e  E 2 2 1  u s e d  i n  f i r s t  a n d  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n s ,  a 
p r o f i l e  s e t  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  s i x t h  d e g r e e  p o l y n o m i a l  



To d e t e r m i n e  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  p o l y n o m i a l  a .  (i = 1, 2 ,  3 ,  4, 
5 ,  6 ) ,  t h e  f o l l o w i n g  b a s i c  a n d  s u p p l e m e n t a r y  b o u n a a r y  c o n d i t i o n s  on 
t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  (ZJ = 0 )  and  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  
l a y e r  ( y  = 6 )  were  u s e d :  

w i t h  y=O; (3.14) 

The c o e f f i c i e n t s  h a v e  t h e  f o r m  

(1 - 12)h- 120 
a, = 4 - I  

( 3 . 1 5 )  

a, = 3(20h-5ht-
D2 
12fZ+ 64t - 120). 

v 

a8= 2 (5t2 301 .t 2ht -9A + 60) 
* D2 ’ 

w h e r e  

I n  t h e  p a r t i c u l a r  ca se  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  on  a non- / 8 2-
p e r m e a b l e  s u r f a c e  (t E 0 )  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  ( 3 . 1 5 )  a g r e e  w i t h  t h e  
r e s p e c t i v e  v a l u e s  c o m p u t e d  b y  S c h l i c h t i n g  a n d  U l r i c h  [ l o l l .  

V a l u e s  for < ,  H a n d  F i n  e q u a t i o n  (1.74) a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  
s h a p e  f a c t o r  of t h e  b o u n d a r y  l a y e r  f a n d  t h e  s u c t i o n  p a r a m e t e r  t::?: 
were  computed  u s i n g  p o l y n o m i a l  (3 .131 . l  F i g u r e  1 6  shows  t h e  r e s u l t s  

I n  r e f e r e n c e s  [ 2 7 , 2 8 ]  a s i x t h  d e g r e e  p o l y n o m i a l  w a s  u s e d  t o  com
p u t e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a s t a t i o n a r y  a n d  n o n s t a t i o n a r y  l a m i n a r  
b o u n d a r y  l a y e r  on  a n o n p e r m e a b l e  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  of b l o w i n g .  

66  

-.-_ .. ..,, -. 



i n  g r a p h i c  f o r m .  
I t  f o l l o w s  f r o m  t h e s e  g r a p h s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  is a l m o s t  l i n e a r ,  

i . e . ,  a s  a f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  w e  c a n  a s s u m e  t h a t  

F i g u r e  7 1  s h o w s  t h e  c u r v e s  o f  t h e  c o r r e s p o n d 2 n g  v a l u e s  o f  c o e f f i 
c ients  A a n d  B .  

A c c o r d i n g  t o  e x p r e s s i o n  ( 3 . 1 6 )  w e  c a n  w r i t e  t h e  i n t e g r a l  o f  
e q u a t i o n  ( 1 . 7 4 )  i n  t h e  f o r m  

dU 1f (x)= --- [ A  (x) -2t** (x)]  U&'dn +C -.ak US' ( 3 . 1 7 )  
0 

w h e r e  C i s  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t .  

When t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  p l a c e d  a t  t h e  
l e a d i n g  c r i t i c a l  p o i n t  ( U  = 0 w i t h  x = 01, i t  f o l l o w s  f r o m  t h e  
c o n d i t i o n  o f  f i n i t e n e s s  o f  t h e  p a r a m e t e r  f when x = 0 ,  t h a t  t h e  

A
c o n s t a n t  C = 0 a n d  f(0) = -.B 

The c u r v e  F(f, t n { : )  ( c f .  F i g .  1 6 c )  d o e s  n o t  c o i n c i d e  e x a c t l y  
w i t h  a s t r a i g h t  l i n e .  I n  t h e  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  w e  c a n  a l l o w  
f o r  t h e  e r r o r  a r i s i n g  as  a r e s u l t  o f  t h e  l i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  
f u n c t i o n  F ( f ,  t " " ) .  I n  f a c t ,  i f  we r e p l a c e  e x p r e s s i o n  ( 3 . 1 6 )  i n  
e q u a t i o n  (1.74) w i t h  

we o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  (1.74) i n  t h e  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  

f ( x )  = dudu -rBf IA -Zf** + E (fit**)]I/&'&. 
(3.19) 

The  g r a p h  o f  t h e  f u n c t i o n  E ( f , t g ; R )  i s  shown i n  F i g u r e  1 8 .  

For a n  a p p r o x i m a t e  c a l c u l a t i o n  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  
p r e s e n c e  o f  s u c t i o n ,  Yu.F.  K o n t s e v i c h  a n d  N . D .  S h a l ' k i n  u s e d  a p r o 
f i l e  s e t  p r o p o s e d  b y  L . G .  L o y t s y a n s k i y  C411 f o r  a n o n p e r m e a b l e  s u r 
f a c e  : 
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F i g .  1 6 .  The  C o e f f i c i e n t  o f  F r i c t i o n  5 ( a ) ,  t h e  S h a p e  F a c t o r  H ( b )  
a n d  t h e  F u n c t i o n  F ( c )  a s  a F u n c t i o n  of t h e  P a r a m e t e r s  f a n d  t9;:: 
W i t h  a n  A p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  V e l o c i t y  D i s t r i b u t i o n s  A c r o s s  t h e  
B o u n d a r y  L a y e r  as a S i x t h  D e g r e e  

F i g .  1 7 .  The C o e f f i c i e n t s  A a n d
B as  a F u n c t i o n  o f  t h e  S u c t i o n  
P a r a m e t e r  W i t h  a n  A p p r o x i m a t i o n  
o f  t h e  V e l o c i t y  D i s t r i b u t i o n  as 
a S i x t h  D e g r e e  P o l y n o m i a l .  

6 8  

P o l y n o m i a l .  

F i g .  1 8 .  The  C o r r e c t i o n  F a c t o r  
E as a F u n c t i o n  o f  t h e  P a r a m e t e r s  
f a n d  tf:n. 



We c a n  d e t e r m i n e  t h e  c o e f f i c i e n t s  ai, a 2 ,  ag, b y  s a t i s f y i n g  
t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  w i t h  y = 0 :  

u =0; 0 = -vo(n); 'I 

( 3 . 2 1 )

I 
/ 8 5-

Then t o  c o m p u t e  t h e m  w e  w i l l  c o m p i l e  a s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s :  

( 3 . 2 2 )  

The i n d e x  n i s  c h o s e n  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  b e s t  a p p r o x i 
m a t i o n  t o  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e s  w i t h  power  a s s i g n m e n t  o f  t h e  v e l o 
c i t i e s  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w  a n d  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  p a r a m e t e r  X 
b y  t h e  f u n c t i o n  

Then f o r  t h e  r e m a i n i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  of  a b o u n d a r y  l a y e r ,  s i m p l e  
c a l c u l a t i o n s  a l l o w  u s  t o  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s :  

f o r  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  f l o w  

( 3 . 2 4 )  

f o r  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  l o s s  

f o r  t h e  l o c a l  c o e f f i c i e n t  o f  f r i c t i o n  

( 3 . 2 6 )  

F o r m u l a s  ( 3 . 2 2 )  - ( 3 . 2 6 )  a l l o w  u s  t o  c o m p u t e  t h e  f u n c t i o n  F ( f ,  
t : \ g : ) ,  w h i c h  w e  c a n  l i n e a r i z e  i n  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n ,  and  t h e n  w e  
c a n  i n t e g r a t e  t h e  i m p u l s e  r e l a t i o n s h i p  ( 1 . 7 4 )  i n  f i n a l  f o r m .  
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We s h o u l d  n o t e  he re  t h a t  L o y t s y a n k i y ' s  p r o f i l e  s e t  ( 3 . 2 0 )  w a s  
a l s o  u s e d  by  A . P .  G i r o l '  t o  c o m p u t e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a b o u n d a r y  
l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  

/ 8 6T h e  S i m u l t a n e o u s  U s e  of t h e  Impulse a n d  Energy Relationships -
T h e r e  a r e  s e v e r a l  m e t h o d s  o f  a p p r o x i m a t e  c a l c u l a t i o n  f o r  a 

l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  T h e s e  m e t h o d s  
a r e  b a s e d  o n  t h e  s i m u l t a n e o u s  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l  i m p u l s e  
a n d  e n e r g y  r e l a t i o n s h i p s  and  a l s o  o n  t h e  u s e  of a o n e - p a r a m e t e r  s e t  
of v e l o c i t y  p r o f i l e s .  I n  t h i s  s e n s e ,  t h e  m e t h o d s  w e  a r e  e x a m i n i n g  
a r e  f u r t h e r  d e v e l o p m e n t s  o f  t h e  w e l l - k n o w n  Walz m e t h o d  E 1 1 8 1  for 
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  

The  m e t h o d  o f  K .  W i e g h a r d t  C 1 2 3 1  u s e s  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n 
s h i p s  o f  i m p u l s e s  ( 1 . 3 4 )  a n d  e n e r g y  ( 1 . 3 7 ) .  We c h o o s e  as  v e l o c i t y  
p r o f i l e s  t h e  p r o f i l e  s e t  ( 3 . 1 )  p r o p o s e d  b y  S c h l i c h t i n g .  I n  t h i s  
c a s e  w e  c o n v e r t  t h e  i m p u l s e  a n d  e n e r g y  r e l a t i o n s h i p s  t o  t h e  s y s 
t e m  of  e q u a t i o n s  

( 3 . 2 7 )  

H e r e  

h(H) = --R - IN t 

w h e r e  

7 0  



I n  e a c h  c o n c r e t e  c a s e ,  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 3 . 2 7 )  s h o u l d  
b e  i n t e g r a t e d  b y  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  m e t h o d .  

T o  c o m p u t e  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  
t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n ,  Wues t  s u g g e s t e d  u s i n g  t h e  e n e r g y  e q u a t i o n  
( 1 . 3 7 )  i n s t e a d  of t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  

( 3 . 2 8 )  

The v e l o c i t y  p r o f i l e s  w e r e  c h o s e n  i n  t h e  f o r m  o f  ( 3 . 1 ) .  I n  t h i s  
e x p r e s s i o n  we t a k e  t h e  new f u n c t i o n s  

( 3 . 2 9 )  

A s  w e  c a n  s e e  f r o m  e x p r e s s i o n  ( 3 . 2 9 ) ,  t h e  f u n c t i o n s  F 1  a n d  F, a r e  
somewha t  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  f u n c t i o n s  u s e d  b y  S c h l i c h t i n g .  A c c o r d 
i n g  t o  W u e s t ,  t h i s  c h a n g e  l e a d s  t o  t h e  b e s t  r e s u l t s .  

The Head m e t h o d  [ 7 3 1  f o r  c a l c u l a t i n g  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  
on a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n ,  i s  a l s o  b a s e d  o n  
t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p s  f o r  i m p u l s e s  (1.34) a n d  e n e r g y  ( 1 . 3 7 ) .  
A f o u r t h  d e g r e e  p o l y n o m i a l  i s  u s e d  a s  a v e l o c i t y  p r o f i l e .  

On t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h e  f o l l o w i n g  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  s a t i s f i e d  

We i n t r o d u c e  t h e  n o t a t i o n  

Then  t h e  a s s i g n e d  v e l o c i t y  p r o f i l e  t a k e s  t h e  f o r m  

u 
= 2q -2q9 +-114 + A 

q(1 -qIs = Fo(rl) + AGo(tl). 

( 3 . 3 0 )  

( 3 . 3 1 )  

/ 8 8-

(3.32) 
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The cu rves  o f  t h e  f u n c t i o n s  F o ( n )  a n d  G o ( n )  a r e  shown i n  F i g u r e  
1 9 a  a n d  t h e  p r o f i l e  s e t  for n e g a t i v e  a n d  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  t h e  

F i g .  1 9 .  G r a p h  of t h e  F u n c t i o n s  F o ( n )  a n d  G o ( n )  ( a )  a n d  t h e  S e t  
o f  V e l o c i t y  P r o f i l e s  W i t h  S u c t i o n  o f  a B o u n d a r y  L a y e r  ( b )  ( A c c o r d 
i n g  t o  H e a d ) .  

s h a p e  f a c t o r  A a r e  shown i n  F i g u r e  1 9 b .  W i t h  A = - 1 2  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r  i s  s e p a r a t e d .  

The  b a s i c  p a r a m e t e r s  i n  t h e  m e t h o d  u n d e r  e x a m i n a t i o n  a r e  

t** = -vo6** 
V 

U s i n g  t h e s e  p a r a m e t e r s ,  we c a n  w r i t e  t h e  i m p u l s e  a n d  e n e r g y  r e l a 
t i o n s h i p s  i n  t h e  f o r m  

= - { z - ( H + 2 j f - - * * J :  (3.34) 

(3.35) / 8 9  

6 ;? ;? ;? 

w h e r e  H E  = 6f:2 i s  t h e  r a t i o  o f  c o n v e n t i o n a l  t h i c k n e s s e s  o f  t h e  
m~

2 au a d  -
b o u n d a r y  l a y e r ;  D = J ( ? )  (%) (&) i s  t h e  d i s s i p a t i o n  i n t e g r a l .  

a 

7 2  



I n  t h i s  case me u s e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

f = - m - u * * ;  

n = -f+*m. 
( 3 . 3 6 )  

T o  f a c i l i t a t e  c a l c u l a t i o n s  i n  r e f e r e n c e s  [ 7 3 ,  7 4 1 ,  a l l  t h e  
a u x i l i a r y  f u n c t i o n s  w e r e  t a b u l a t e d  a n d  p r e s e n t e d  as  d i a g r a m s  c o n 
v e n i e n t  for p r a c t i c a l  u s e .  

The Use  o f  I n t e g r a l  E q u a t i o n s  o f  Three Moments 

I n  t h e  f i r s t  c h a p t e r  i n  o r d e r  t o  c o m p u t e  t h e  t h r e e  unknown 
v a l u e s  H 5 a n d  f w e  composed  a s y s t e m  o f  t h r e e  e q u a t i o n s  w h i c h ,  
i n  e s s e n c e ,  a r e  a g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  z e r o - t h y  
f i r s t  a n d  s e c o n d  moment s ,  d i s c u s s e d  i n  r e f e r e n c e  [ 4 3 ] ,  f o r  a porous 
s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n ,  

( 3 . 3 7 )  

( 3 . 3 8 )  

( 3 . 3 9 )  

( 3 . 4 0 )  / 9 0-

w e  c a n  w r i t e  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  f i r s t  ( 1 . 8 5 )  a n d  s e c o n d  ( 1 . 9 0 )  
moments  i n  t h e  f o r m  

( 3 . 4 1 )  

( 3 . 4 2 )  

The  r a n g e  o f  v a r i a t i o n  o f  t h e  s h a p e  f a c t o r  H i s  c o m p a r a t i v e l y  
s m a l l .  F o r  e x a m p l e ,  f o r  a p l a t e  H = 2 . 0  t o  2 . 5 9 .  We a s s u m e  t h a t  
i n  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  f i r s t  moment ( 3 . 4 1 )  t h e  s h a p e  f a c t o r  is 
a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  2 ,  i . e . ,  t o  t h e  p r e c i s e  v a l u e  f o r  a n  asymp
t o t i c  b o u n d a r y  l a y e r  on  a p o r o u s  p l a t e .  F u r t h e r m o r e , u s i n g  t h e  
e q u a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  moment t o  c o m p u t e  t h e  f u n c t i o n  H ( f ,  t"':), 
w e  w i l l  s u b t r a c t  e q u a t i o n  ( 3 . 4 1 )  t e r m  b y  t e r m  f r o m  e q u a t i o n  ( 3 . 4 2 )  
a n d  a f t e r  s e v e r a l  s i m p l e  t r a n s f o r m a t i o n s  , w e  o b t a i n  
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H Hg - ( 2 H , - H , ) t * * - H o ( ;  -0 )  i. ( 3 . 4 3 )  

Assuming  i n  t h i s  f o r m u l a  t h a t  t f c f :  = 0 a n d  t h a t  f o r m u l a  ( 3 . 4 3 )  
m u s t  c o r r e s p o n d  t o  t h e  known i n t e r p o l a t i o n  f o r m u l a ,  d i s c u s s e d  i n  
r e f e r e n c e  [ 4 3 ] ,  w e  c a n  d e t e r m i n e  n u m e r i c a l  v a l u e s  f o r  t h e  c o e f f i -

CieIItS: B O  = 2 .59  a n d  HO(;b - e.) = 7 . 5 5 .  

We c a n  c o m p u t e  t h e  c o n s t a n t  H4 
u s i n g  a n  a s y m p t o t i c  v e l o c i t y  p r o f i l e  
p o r o u s  p l a t e  ( 2 . 3 ) .  A s  a r e s u l t  of  
H4 = 4 .  

T h u s  w e  c a n  d e t e r m i n e  n u m e r i c a l  
f i c i e n t s  a n d  w r i t e  t h e  i n t e r p o l a t i o n  

a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 1 . 8 3 )  
i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a 

t h e s e  c a l c u l a t i c n s  w e  f i n d  t h a t  

v a l u e s  f o r  t h e  c o n s t a n t  c o e f 
f o r m u l a  i n  i t s  f i n a l  f o r m :  

H = 2.59 - 1,l a**-7,55f. 
( 3 . 4 4 )  

A c o m p a r i s o n  o f  t h i s  f o r m u l a  w i t h  t h e  d a t a  f r o m  t h e  i n t e g r a t i o n  
o f  t h e  e q u a t i o n s  f o r  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  
shows  a s a t i s f a c t o r y  c o r r e l a t i o n  ( F i g .  2 0 ) .  
d a t a  f o r  a p o r o u s  wedge  [ 9 8 ]  showed  t h a t  w i t h  
0 , 0 1 6 7 5 ,  t h e  p r e c i s e  v a l u e  of H was H = 2 . 0 3  
v a l u e  w a s  H = 1 . 9 7 .  

0 0.2 

o n  a p o r o u s  p l a t e  
C o m p a r i s o n  of  a n a l o g o u s  
t:?;:= 0.46'2 a n d  f = 

a n d  t h e  a p p r o x i m a t e  

o.* to-

F i g .  2 0 .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  R e s u l t s  o f  C a l c u l a t i o n s  A c c o r d i n g  t o  
t h e  A p p r o x i m a t e  F o r m u l a s  ( 3 . 4 4 )  a n d  ( 3 . 4 6 )  ( S o l i d  L i n e s )  W i t h  t h e  
P r e c i s e  S o l u t i o n s  E 6 2 1  ( D o t s ) .  

The  f u n c t i o n  t h u s  o b t a i n e d ,  H(f, t ; t f ; ) ( F i g .  2 1 ) ,  w a s  c o m p a r e d  
w i t h  t h e  known a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s .  T h i s  g r a p h  a l l o w s  u s  t o  
e v a l u a t e  t h e  d e g r e e  o f  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  o b t a i n e d  a n a l y t i c  formula 
a n d  t h e  known a p p r o x i m a t e  g r a p h i c  f u n c t i o n s .  
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S i m u l t a n e o u s l y  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  z e r o t h  a n d  f i r s t  
moment s ,  w e  o b t a i n  

(3.45) 


We a s s u m e  t h a t  t n f :  = 0 ;  t h e n  w i t h  t h e  c o r r e l a t i o n  of e q u a t i o n  (3.45) 
t o  t h e  known s o l u t i o n  [43], w e  c a n  d e t e r m i n e  n u m e r i c a l  v a l u e s  f o r  
t h e  c o e f f i c i e n t s :  a = 0.4408 a n d  b = 5.48. 

U s i n g  f o r m u l a  (3.44) a n d  t h e  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  a a n d  
b from e q u a t i o n  (3.45) w e  o b t a i n  

C o m p a r i s o n  o f  t h e  d a t a  c o m p u t e d  b y  t h i s  f o r m u l a  w i t h  t h e  p r e c i s e  
v a l u e s  o f  5 f o r  a p o r o u s  p l a t e  C621 shows  a s a t i s f a c t o r y  c o r r e l a t i o n  
i n  t h e  i n t e r v a l  o f  p a r a m e t e r  v a l u e s  0 - 0.5 ( c f .  F i g .  2 0 ) .  The 
maximum e r r o r  i n  t h i s  c a s e  d o e s  n o t  e x c e e d  5 % .  

-6 -4 0 4 

F i g .  2 1 .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  V a l u e s  o f  H ,  Computed b y  F o r m u l a  (3.441, 
w i t h  t h e  D ; 3 t a  o f  D i f f e r e n t  A u t h o r s :  -Shows t h e  Data  o f  C1031; 
. . . . .  Shows t h e  Data o f  Yu.F.  K o n t s e v i c h  and  N . P .  S h a l ' k i n ;  -.-
Shows t h e  d a t a  A c c o r d i n g  t o  F o r m u l a  (3.44). 

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  c o m p a r e  t h e  p r e c i s e  n u m e r i c a l  d a t a ,  com
p u t e d  i n  r e f e r e n c e  [98] f o r  a p o r o u s  w e d g e ,  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  
t h e  c a l c u l a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a s  w e  o b t a i n e d .  The  com
p a r i s i o n  showed  t h a t  for t"$: = 0.462 a n d  f = 0.01675, t h e  p r e c i s e  
v a l u e  o f  5 w a s  0.488 a n d  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n ,  c o m p u t e d  b y  
f o r m u l a - ( 3 . 4 6 ) ,  w a s  0.498. A c o m p a r i s o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  f u n c 
t i o n s  o b t a i n e d  e a r l i e r ,  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  c a l c u l a t i o n s  a c c o r d 
i n g  t o  f o r m u l a  (3.46), i s  made i n  F i g u r e  2 2 .  

P l a c i n g  t h e  v a l u e  5 = 0 i n t o  e q u a t i o n  (3.461, w e  o b t a i n  a f o r m 
u l a  f o r  t h e  v a l u e  of  t h e  s h a p e  f a c t o r  fs(t"t9:)a t  t h e  s e p a r a t i o n  
p o i n t  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r :  
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- - -  

( 3 . 4 7 )  

-16 -12 -8  -4 0 L /4 

F i g .  2 2 .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  V a l u e s  o f  5 ,  Computed b y  F o r m u l a  ( 3 . 4 6 )  
w i t h  t h e  Data o f  D i f f e r e n t  A u t h o r s :  - Shows t h e  Data o f  [ 1 0 3 1 ;  ... Shows t h e  Data  o f  Yu .F .  K o n t s e v i c h  a n d  N . D .  S h a l l k i n ;  Shows 
t h e  Data  A c c o r d i n g  t o  F o r m u l a  ( 3 . 4 6 )  a n d  - . a - Shows t h e  Data  o f  
C1171.  

F o r  a n o n p e r m e a b l e  s u r f a c e  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 3 . 4 7 ) ,  fs = - 0 . 0 8 7 5 .  

/ 9 3F i g u r e  23 s h o w s  a c o m p a r i s o n  o f  t h e  known d a t a ,  i n c l u d e d  i n  -
f o r m u l a  ( 3 . 4 7 )  , a c c o r d i n g  t o  t h e  i n f l u e n c e  p a r a m e t e r  k:::: o n  t h e  
v a l u e  o f  t h e  s h a p e  f a c t o r  a t  t h e  s e p a r a t i o n  p o i n t  o f  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r .  

T o  c a l c u l a t e  t h e  s h a p  e f a c t o r  f w e  c a n  u s e  a n y  o f  t h r e e  e q u a 
t i. o n s  o f  m o m e n t s ,  s i n c e ,  a s t h e  c a l c u l a t i o n s  o b t a i n e d  i n  t h i s  c a s e  

s h o w ,  t h e  r e s u l t s  a r e  v e r y  s i m i l a r .  
I n  s u b s e q u e n t  d e t e r m i n i n g  c a l c u l a t i o n  
w e  w i l l  u s e  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  z e r o 
t h  moment i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

df=Lr" f +U(F-2t**). ( 3 . 4 8 )U'
dx I/' 


F i g .  2 3 .  The V a l u e s  o f  t h e  S h a p e  
F a c t o r  a t  t h e  S e p a r a t i o n  P o i n t  o f  t h e  
L a y e r  fs as  a F u n c t i o n  o f  t h e  S u c t i o n  
P a r a m e t e r  t?:::: 111" i s  G i v e n  A c c o r d i n g  
t o  t h e  Data o f  [ 2 2 ] ;  " 2 "  A c c o r d i n g  t o  
t h e  Data o f  [ 1 3 ]  a n d  113" A c c o r d i n g  t o  
t h e  Data o f  Yu.F.  K o n t s e v i c h  a n d  N :  
D .  S h a l l n i k .  
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Here 

( 3 . 4 9 )  

S u b s t i t u t i n g  v a l u e s  o f  H a n d  5 i n t o  f o r m u l a  ( 3 . 4 9 ) ,  w e  c a n  demon
s t r a t e  t h a t  t h e  f u n c t i o n  F i s  a l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t h e  s h a p e  f a c t o r  
f ,  :.e. 

F ( f ,  t**) = A(t**)  +B(t** ) f ,  

A@** )  = 0.44 -k 1,12f**, B = 5.48. ( 3 . 5 0 )  

C o m p a r i s o n  o f  t h e  o b t a i n e d  f u n c t i o n  F(f, t a f : )  w i t h  t h e  e a r l i e r  
known a p p r o x i m a t e  g r a p h i c  f u n c t i o n s  ( F i g .  2 4 )  a l l o w s  u s  t o  e v a l u a t e  / 9 4  
t h e i r  c o n c u r r e n c e .  

S i n c e  F ( f ,  ts;?:)i s  a l i n e a r  f u n c t i o n ,  t h e n  t h e  i n t e g r a l  o f  
e q a t i o n  ( 3 . 4 8 )  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  form 

F i g .  24 .  The F u n c t i o n  F(f, tf:f:): - i s  A c c o r d i n g  t o  t h e  Data  o f  
[ 1 0 3 ] ;  .... i s  A c c o r d i n g  t o  t h e  Data o f  Yu.F.  K o n t s e v i c h  and  N . D .  
S h a l ' k i n ;  - - - i s  A c c o r d i n g  t o  F o r m u l a  ( 3 . 5 0 ) .  
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W e  p l a c e  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  s u c h  a way t h a t  when x = 0 ,  
U = 0 .  Then  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  of t h e  f i n i t e n e s s  o f  f, when x = 0 

A
t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t  C = 0 ,  a n d  f ( O >  = -. F i g u r e  2 5  s h o w s  t h eB 
s h a p e  f a c t o r  a t  t h e  l e a d i n g  c r i t i c a l  p o i n t  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  
s u c t i o n  p a r a m e t e r .  

C o m p u t i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  s h a p e  f a c t o r  f ( x >  a c c o r d i n g  t o  
f o r m u l a  ( 3 . 1 5 1 ,  w e  c a n  d e t e r m i n e  t h e  r e m a i n i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  / 9 5-
a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r :  

( 3 . 5 2 )  

I n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  
w i t h  a p r e s c r i b e d  n o r m a l  c o m p o n e n t  o f  v e l o c i t y  o n  t h e  porous s u r f a c e  
of a b o d y  v , , ,  we m u s t  u s e  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  

F i g .  2 5 .  The V a l u e s  o f  t h e  F i g .  2 6 .  The  F u n c t i o n  f l ( 0 )  a s  
S h a p e  F a c t o r  f ( 0 )  a t  t h e  C r i - a F u n c t i o n  o f  t h e  S u c t i o n  P a r a -
t i c a l  P o i n t  as a F u n c t i o n  o f  m e t e r  &+;+:. 
t h e  S u c t i o n  P a r a m e t e r  t " f ; :  
rrlff t h e  F u n c t i o n  A c c o r d -Shows 
i n g  t o  t h e  Data of C131; "2" 
A c c o r d i n g  t o  t h e  Da ta  o f  Yu. 
F .  K o n t s e v i c h  a n d  "3"  A c c o r d 
i n g  t o  t h e  Data  of [1171. 
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T a k i n g  i n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t h e  e x p e c t e d  c h a n g e  i n  t h e  p a r a 
m e t e r  t*f:, . w e  c a n  c a l c u l a t e  b y  f o r m u l a s  ( 3 . 5 1 )  a n d  ( 3 . 5 2 )  t h e  f u n c 

'.*'t io n 6 .'- a n d  b y  t h e  v a l u e s  o f  t h i s  f u n c t i o n ,  s i n c e  v o  is g i v e n ,  
f i n d  t h e  c h a n g e  i n  t h e  p a r a m e t e r  t f : ; k  i n  . t h e  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n .  
R e p e a t i n g  t h e  p r o c e s s  of  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s ,  w e  c a n  c a l c u l a t e  
w i t h  s u f f i c i e n t  a c c u r a c y  a l l  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a b o u n d a r y  
l a y e r .  

A S  a f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  e x p e c t e d  c h a n g e  i n  t h e  p a r a - / 9 6  
m e t e r  tf:s: w e  s h o u l d  t a k e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  f o p  a p o r o u s  
p l a t e  w i t h  a g i v e n  d i s t r i b u t i o n  v o  f o r  a b o d y  w i t h  a p o r o u s  s u r f a c e .  
The  n e c e s s a r y  v a l u e s  of tf:;k f o r  a p o r o u s  p l a t e  s h o u l d  b e  d e t e r m i n e d  
i n  t h e  f o l l o w i n g  way.  First w e  s h o u l d  c o m p u t e  t h e  v a l u e s  o f  fl(0) 
a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a  

( 3 . 5 3 )  

a n d  t h e n  d e t e r m i n e  t h e  e x p e c t e d  c h a n g e  i n  t h e  p a r a m e t e r  tfCf:i n  f i r s t  
a p p r o x i m a t i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  g r a p h  ( F i g .  2 6 )  C171. A f t e r  com
p u t i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  s h a p e  f a c t o r s  f a n d  tn;'tw i t h  t h e  n e c e s s a r y  
a c c u r a c y ,  w e  c a n  d e t e r m i n e  t h e  r e m a i n i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  Of a 
b o u n d a r y  l a y e r  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  ( 3 . 5 2 ) .  

The  m e t h o d  u n d e r  d i s c u s s i o n  c a n  a l s o  b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  a n d  t h e  f u n c t i o n  v g ( x )

dU
a c c o r d i n g  t o  t h e  p r e s c r i b e d  v a l u e s  of t h e  f u n c t i o n s  6 ; k z k ,  U a n d  -.dx 
I f  t h e  e n u m e r a t e d  v a l u e s  a r e  p r e s c r i b e d ,  w e  c a n  c a l c u l a t e  t h e  f u n c 

t i o n s  f a n d  df a n d  f r o m  e q u a t i o n s  ( 3 . 4 8 )  a n d  ( 3 . 5 2 )  d e t e r m i n e  t h edx 
unknown f u n c t i o n s  t ; k c :  a n d  V O .  

I n  p r a c t i c e ,  t h e  case  i s  i n t e r e s t i n g  when t h e  s u c t i o n  r a t e  is 
r o u g h l y  p r o p o r t i o n a l  to t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  loss o f  t h e  

=b o u n d a r y  l a y e r ,  i . e . ,  y o  6::;:. I n  t h i s  c a s e ,  t:"$: t o f : ; k  = c o n s t  , 
and  e q u a t i o n  ( 3 . 5 1 )  i s  s i m p l i f i e d  a n d  c o n v e r t e d  t o  t h e  f o r m  

( 3 . 5 4 )  

We w i l l  a l s o  examine  t h e  p a r t i c u l a r  ca se  of u n i f o r m  s u c t i o n  
o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p l a t e  C 2 0 1 .  I n  t h i s  c a se  V o  = 
c o n s t .  a n d  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  z e r o - t h  moment c a n  b e  c o n v e r t e d  t o  
t h e  f o r m  

( 3 . 5 5 )  
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U s i n g  e q u a t i o n  ( 3 . 5 5 )  w e  d e t e r m i n e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a 
l a m i  n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  u n i f o r m  s u c t i o n  a l o n g  t h e  e n t i r e  s u r 
f a c e  o f  t h e  p l a t e .  We now i n t r o d u c e  t h e  new v a r i a b l e s  /97 

a n d  t r a n s f o r m  e q u a t i o n  ( 3 . 5 5 )  

( 3 . 5 6 )  

We know t h a t  w i t h  a n  a r b i t r a r y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s u c t i o n  r a t e  
a l o n g  a p o r o u s  p l a t e ,  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  l o c a l  f r i c t i o n  i s  

( 3 . 5 7 )  

w h e r e  g o  = 0 . 2 2 ;  d = 0 . 5 6  a n d  t::" < 0 .  A c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t s  
o f  t h e  c a l c u l a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 3 . 5 7 )  w i t h  t h e  r e s u l t s  
of n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  f o r  a ' l a m i n a r  b o u n d a r y  
l a y e r  o n  a c a l c u l a t i n g  m a c h i n e  showed  t h a t  i n  t h e  i n t e r v a l  o f  tj'if: 
v a l u e s  f r o m  0 t o  - 0 . 5 ,  t h e  maximum e r r o r  d o e s  n o t  e x c e e d  a b o u t  3 % .  

L e t  u s  now t r a n s f o r m  e q u a t i o n  ( 3 . 5 6 )  t a k i n g  f o r m u l a  ( 3 . 5 7 )  i n t o  
a c c o u n t .  A f t e r  s e p a r a t i n g  t h e  v a r i a b l e s  a n d  d e t e r m i n i n g  t h e  i n t e 
g r a t i o n  l i m i t s ,  w e  o b t a i n  t h e  s i m p l e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  

( 3 . 5 8 )  

E q u a t i o n  ( 3 . 5 8 )  i s  s o l v e d  i n  t h e  q u a d r a t u r e s  

( 3 . 5 9 )  

I n  r e f e r e n c e  [ 7 8 ] ,  a p r e c i s e  s o l u t i o n  w a s  f o u n d  t o  t h e  p r o b l e m  
of  d e t e r m i n i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a n  i n c o m p r e s s i b l e  l a m i n a r  
b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  u n i f o r m  s u c t i o n  o n  a p o r o u s  p l a t e  by  n u m e r i c a l  
i n t e g r a t i o n  o f  t h e  P r a n d t l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  F i g u r e  2 7  com- / 9 8  
p a r e s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e c i s e  s o l u t i o n  ( t h e  d o t s )  w i t h  t h e  
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a p p r o x i m a t e  v a l u e s ,  c o m p u t e d  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 3 . 5 9 )  ( t h e  l i n e ) .  

Use o f  t h e  T a r g  a n d  S h v e t s  Approx ima te  Methods 

A p p r o x i m a t e  m e t h o d s  w h i c h  a r e  s i m p l e  a n d  v e r y  
s i m i l a r  i n  i d e a ,  f o r  c a l c u l a t i n g  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  f o r  a 
n o n - p o r o u s  s u r f a c e , w e r e  d e v e l o p e d  by  M . Y e .  S h v e t s  1 5 4 1  a n d  S.M. 
T a r g  C511. I n  r e f e r e n c e  [ 5 3 ]  t h e s e  m e t h o d s  w e r e  a p p l i e d  t o  a l a m i n a r  
b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  

t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  a n d  r e d u c e  
l- t h e  e q u a t i o n  t o  t h e  f o r m  

a2U dl/ duo.Al 0 

v - + u - = u - +  ax 
aYzo-2w:'dw ( 3 . 6 0 )  

+*(vo-fgdy) .aY 

~ _. 

T a r g  p r o c e e d e d  f r o m  a n  i n i t i a l  v e l o c i t y  p r o f i l e  i n  t h e  f o r m  
o f  t h e  t h i r d  d e g r e e  p o l y n o m i a l  

u 1
iT--2- (3q -t13s ( 3 . 6 1 )  

w h e r e  rl - Y- T. 

S u b s t i t u t i n g  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  ( 3 . 6 1 )  i n t o  t h e  r i g h t - h a n d  /99 
s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 3 . 6 1 ) ,  w e  o b t a i n  

dU U 
v-
d2U + I / - -

dx 
-.-dU (1  811' -3q4"+ Tf) 

dY2 16 dx 

__._.- 3 vu"'d B  (6112-?q* + qa) + --A-( 1  -q2). ( 3 . 6 2 )  
16 6 d x  2 8 
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E q u a t i o n  ( 3 . 6 2 )  w a s  o b t a i n e d  as  a r e s u l t  of a n  a p p r o x i m a t e  
s u b s t i t u t i o n  of  t h e  a c c e l e r a t i o n  p r o f i l e  i n  a c e r t a i n  c r o s s  s e c t i o n  
of t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  L o n g i t u d i n a l  p r e s s u r e  d r o p ,  
b y  i t s  v a l u e  f o r  a n  e q u i v a l e n t  p l a t e .  

A f t e r  d o u b l e  i n t e g r a t i o n  o v e r  y o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
( 3 . 6 2 )  w i t h  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  a d h e s i o - c o n d i t i o n  a n d  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  (1.19), we o b t a i n  i n  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  t h e  v e l o c i t y  
d i s t r i b u t i o n  a c r o s s  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  of 
s u c t i o n :  

( 3 . 6 3 )  

The p r o c e s s  o f  f i n d i n g  a t h i r d  a p p r o x i m a t i o n  i s  v e r y  u n w i e l d y  a n d  
w o u l d  n o t  s i g n i f i c a n t l y  i m p r o v e  t h e  p r e c i s i o n  of t h e  s o l u t i o n .  

I t  r e m a i n s  f o r  u s  t o  f i n d  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  t o  
d e t e r m i n e  t h e  o n l y  unknown p a r a m e t e r ,  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r .  A c c o r d i n g  t o  S.M. T a r g ,  t o  d o  t h i s  r e q u i r e s  f o r  t h e  v e l o c i t y  
p r o f i l e  ( 3 . 6 3 )  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  o n  t h e  o u t e r  
b o u n d a r y  o f  t h e  l a y e r :  u = U when y = 6 .  A s  a r e s u l t  we o b t a i n  t h e  
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

Ud8 . d u  3 6-$. 5'64-.vdx dx v --8 00 y a 23.27. ( 3 . 6 4 )  

We i n t e g r a t e  e q u a t i o n  ( 3 . 6 4 )  by t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i 
m a t i o n s .  I n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  we e x a m i n e  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
on  a n o n p e r m e a b l e  s u r f a c e  ( i . e . ,  0 0  5 0 ) .  I n  t h i s  c a s e  e q u a t i o n  / l o o  
( 3 . 6 4 )  i s  i n t e g r a t e d  i n  t h e  q u a d r a t u r e s :  

( 3 . 6 5 )  

M.Ye. S h v e t s 2  c o m p u t e s  t h e  z e r o - t h  a p p r o x i m a t i o n ,  by  s u b s t i t u 
t i n g  u = 0 i n t o  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  e q u a t , i o n  ( 3 . 6 0 ) ,  a n d  t h e n  
by  r e p e a t e d  d o u b l e  i n t e g r a t i o n  o v e r  y o b t a i n s  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  
v e l o c i t y  p r o f i l e .  For a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  

A c e r t a i n  m o d i f i c a t i o n  o f  t h i s  m e t h o d  w a s  d i s c u s s e d  i n  r e f e r e n c e  
C41. 

82 



s u c t i o n ,  a n a l o g o u s  c o m p u t a t i o n s  i n  t h e  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  a l l o w  
u s  t o  o b t a i n  

S a t i s f y i n g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  	!% = 0 when y = 6 ,  w e  o b t a i naY 
t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  t h i c k n e s s  
o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r :  

( 3 . 6 7 )  

The e q u a t i o n  t h u s  o b t a i n e d  d i f f e r s  f r o m  t h e  a n a l o g o u s  e q u a t i o n  
( 3 . 6 4 )  o n l y  i n  t e r m s  o f  c o e f f i c i e n t s .  

U s i n g  N e w t o n ' s  l a w  a n d  e x p r e s s i o n s  ( 3 . 6 3 )  a n d  ( 3 . 6 6 ) ,  we o b t a i n  
a c o r r e s p o n d i n g  r e l a t i o n s h i p  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  
l o c a l  f r i c t i o n :  

evp 0,261 -("-.-" 46.21 -1.51 y)8 ( 3 . 6 8 )U6 dN Y 

d u P  
V ( 3 . 6 9 )  

To d e t e r m i n e  t h e  s e p a r a t i o n  p o i n t  ( T O  = 0 )  f r o m  e x p r e s s i o n  
( 3 . 6 8 )  a n d  ( 3 . 6 9 1 ,  we o b t a i n  

du -+ 6.21 -1.51 u06- . 69 - = O; ( 3 . 7 0 )  /lo1
d w v  V 

du 62-.- + 4 -3?!E 0.
a k v  V ( 3 . 7 1 )  

We w i l l  now e x a m i n e  i n  m o r e  d e t a i l  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  a 

p l a t e  w i t h  - -- 0 )  [ S I .  Tak ing- t h e  e x p r e s s i o n  u = UK a s  a f i r s tdx 6 
a p p r o x i m a t i o n ,  we o b t a i n  i n  t h e  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  

( 3 . 7 2 )  

We c a n  f i n d  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  6(x) f r o m  t h e  
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aua d d i t i o n a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  - = 0 when y = 6 .  From t h i s ,  t a k i n g
a y

6(0) = 0 i n t o  a c c o u n t ,  w e  o b t a i n  b y  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  

( 3 . 7 3 )  

6--in2v 4 
4 (1 + 3  Z 4 - x .  

2 2 )  u ( 3 . 7 4 )  

v 6  
F u r t h e r  o n  w e  w i l l  e x a m i n e  t h e  c a s e  < <  1. I n  f o r m u l a  ( 3 . 7 4 )

V 

w e  e x p a n d  t h e  l o g a r i t h m  i n t o  a s e r i e s  a n d ,  l i m i t i n g  o u r s e l v e s  t o  
t h e  f i r s t  t h r e e  t e r m s ,  we o b t a i n  

( 3 . 7 5 . )  

( 3 . 7 6 )  

I t  f o l l o w s  f r o m  f o r m u l a  ( 3 . 7 6 )  t h a t  f o r  a n  a s y m p t o t i c  b o u n d a r y  l a y e r  

ij,= -.V 

4 

From t h e s e  e x p r e s s i o n s  we c a n  0 b t a j . n  a p p r o x i m a t e  a s y m p t o t i c  
f u n c t i o n s  for t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  a n d  t h e  f r i c t i o n  s t r e s s  

( 3 . 7 7 )  / l o 2  

( 3 . 7 8 )  

C o m p a r i s o n s  showed  t h a t  e x p r e s s i o n  ( 3 . 7 7 )  w a s  v e r y  c l o s e  t o  
t h e  known p r e c i s e  s o l u t i o n  ( 2 . 3 ) ,  a n d  t h e  a s y m p t d t i c  v a l u e  o f  t h e  
f r i c t i o n  s t r e s s  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  p l a t e  ( 3 . 7 8 )  c o m p l e t e l y  a g r e e s  
w i t h  t h e  p r e c i s e  v a l u e .  

A N o n s t a t i o n a r y  Boundary L a y e r  

I n  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a s s o c i a t e d  w i t h  a mov ing  b o d y  i n  a n  
i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  w i t h o u t  r o t a t i o n ,  t h e  b a s i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a 
t i o n  of m o t i o n  a n d  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  f o r  a n o n s t a t i o n a r y  
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  h a v e  t h e  f o r m  

( 3 . 7 9 )  
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On a p o r o u s  s u r f a c e  o f  a b o d y  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n ,  t h e  
f o l l o w i n g  b o u n d a r y  a n d  i n i t i a l  c o n d i t i - n s  m u s t  b e  s a t i s f i e d :  

( 3 .  8 0 )  

The f i r s t  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  ( 3 . 7 9 )  w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  
s e c o n d ,  c a n  b e  c o n v e r t e d  t o  a form w h i c h  w i l l  b e  more c o n v e n i e n t  
for f u r t h e r  c a l c u l a t i o n s :  

( 3 . 8 1 )  

M u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  o f  e q u a t i o n  (3.81) by y k y  w h e r e  k = 1, 2 ,  
3 ,  ..., we w i l l  i n t e g r a t e  ii o v e r  y from z e r o  t o  i n f i n i t y .  S i n c e  

( 3 . 8 2 )  

a f t e r  s i m p l e  t r a n s f o r m a t i o n s  we o b t a i n  

We w i l l  now e x a m i n e  t h e  f i r s t  t e r m  o f  e q u a t i o n  ( 3 . 8 3 1 ,  a s s i g n 
i n g  t o  t h e  p a r a m e t e r  k v a l u e s  e q u a l  t o  0 ,  1, a n d  2 r e s p e c t i v e l y .  

( 3 . 8 5 )  
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( 3 . 8 6 )  

The r e m a i n i n g  t e r m s  o f  e q u a t i o n  ( 3 . 8 3 )  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  
a n a l o g o u s l y  t o  t h e  way i t  was d o n e  f o r  a s t a t i o n a r y  b o u n d a r y  l a y e r .  

A c c o r d i n g  t o  V . V .  S t r u m i n s k i y  c 4 9 1 ,  f o r  a n o n s t a t i o n a r y  f l o w  
w e  c a n  g e n e r a l i z e  t h e  e q u a t i o n s  f o r  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a 
p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  We a s s u m e  t h a t  a s  
v e l o c i t y  p r o f i l e  s e t s  i n  t h e  c r o s s  s e c t i o n s  o f  a n o n s t a t i o n a r y  
l a y e r  we c a n  u s e  p r o f i l e s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e x p r e s s i o n  

-U -.(+ J ) ?  
( 3 . 8 7 )U 

w i t h  t h e  s h a p e  f a c t o r  f a n d  t h e  v a l u e  6f:* as  f u n c t i o n s  o f  t h e  c o 
o r d i n a t e  x a n d  t h e  t i m e  t. 

T h i s  a s s u m p t i o n  c o r r e s p o n d s  t o  a q u a s i s t a t i o n a r y  m e t h o d  for /lo4 
e x a m i n i n g  phenomena  i n  a n o n s t a t i o n a r y  b o u n d a r y  l a y e r .  We n o t e  
t h a t  for a n o n s t a t i o n a r y  b o u n d a r y  l a y e r  t h e  s h a p e  f a c t o r  

( 3 . 8 8 )  

For t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  k = 0 ,  e q u a t i o n  ( 3 . 8 3 )  i s  c o n v e r t e d  t o  t h e  
f o r m  

( 3 . 8 9 )  

Here 

( 3 . 9 0 )  
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For a n o n p e r m e a b l e  s u r f a c e ,  e q u a t i o n  ( 3 . 8 9 )  b e c o m e s  t h e  e q u a 
t i o n  o f  V . V .  S t r u m i n s k i y  C491. Due t o  t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h e  q u a s i 
s t a t i o n a r i t y ,  t h e  v a l u e s  of  t h e  f u n c t i o n s  < ,  H a n d  F h a v e  t h e  same 
f o r m ,  a s  i n  t h e  case  o f  a s t a t i o n a r y  b o u n d a r y  l a y e r ,  s i n c e  t h e y  a r e  
t i m e  f u n c t i o n s  o n l y  t h r o u g h  t h e  s h a p e  f a c t o r  f .  I n  c o n n e c t i o n  w i t h  
t h i s  f a c t ,  w e  c a n  u s e  i n t e r p o l a t i o n  f o r m u l a s  f o r  < ,  H a n d  F i n  o u r  
c a l c u l a t i o n s .  U s i n g  t h e s e  f o r m u l a s ,  w e  o b t a i n  

( 3 . 9 1 )  / l o 5  

a n d  c o n v e r t  e q u a t i o n  ( 3 . 8 9 )  t o  t h e  f o r m  

( 3 . 9 2 )  

w h e r e  M ( x , t )  a n d  N ( x y t )  a r e  p r e s c r i b e d  f u n c t i o n s .  

T h i s  m e t h o d  f o r  c o m p u t i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a n o n s t a t i o n 
a r y  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  c a n  b e  u s e d ,  i f  f 0 . 0 6 .  H o w e v e r ,  i t  
i s  n o t  s u f f i c i e n t l y  p r e c i s e  f o r  t h e  f l o w  i n  t h e  r e g i o n  o f  s e p a r a t i o n  
o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  I n  t h i s  c a s e  w e  m u s t  o b t a i n  m o r e  p r e c i s e  
v a l u e s  f o r  t h e  f u n c t i o n s  Q Y  F ,  H a n d  <. T o  d o  t h i s  w e  c a n  u s e  t h e  
r e s u l t s  o f  t h e  p r e c i s e  c a l c u l a t i o n s  b y  T e r r i l  [ l l O ] .  

L a t e r  we w i l l  e x a m i n e  t h e  i n t e g r a l  i m p u l s e  r e l a t i o n s h i p  ( 3 . 8 3 1 ,  
w h i c h  for t h e  ca se  k = 0 w e  c a n  w r i t e  i n  t h e  f o r m  

( 3 . 9 3 )  
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I n  t h i s  r e l a t i o n s h i p  t h e  v a l u e s  o f  u ,  V ,  U ,  6 a Y  6fc;t a n d  T~ 

a r e  f u n c t i o n s  i n  t h e  two  v a r i a b l e s  x a n d  t. 

A c c o r d i n g  t o  L . A .  R o z i n  c 4 4 1 ,  as  t h e  c o n v e n t i o n a l  t h i c k n e s s  o f  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i n  e x p r e s s i o n  ( 3 . 9 3 )  w e  t a k e  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  
d i s p l a c e m e n t  loss 6f:. T h i s  a l l o w s  u s  t o  l i n e a r i z e  w i t h  t h e  b e s t  
a p p r o x i m a t i o n  r e l a t i o n s h i p  ( 3 . 9 3 )  when w e  i n t e g r a t e  i t .  We now c o n 
v e r t  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  ( 3 . 9 3 )  t o  t h e  f o r m  

Here  

( 3 . 9 4 )  

( 3 . 9 5 )  /lo6 

U s i n g  t h e  h y p o t h e s i s  o f  q u a s i s t a t i o n a r i t y ,  f r o m  t h e  e q u a t i o n  

w e  c a n  c a l c u l a t e  t h e  n e c e s s a r y  v a l u e s  f o r  a n o n s t a t i o n a r y  b o u n d a r y  
l a y e r .  

The v a l u e s  o f  f, c ,  H a n d  tf;* i n  e q u a t i o n s  ( 3 . 9 6 )  w e r e  c a l c u 
l a t e d  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  s u c t i o n  p a r a m e t e r  tf:?:, a s s i g n i n g  
a s h a p e  t o  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  i n  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r  i n  t h e  f o r m  of  a s i x t h  d e g r e e  p o l y n o m i a l  ( 3 . 1 3 ) .  

A n a l y s i s  o f  t h e  o b t a i n e d  f u n c t i o n s  L ; ' ; ( f f ; , t ? : )  a n d  K ( f f ; , t f : )  
( F i g .  2 8 )  showed  t h a t  t h e s e  f u n c t i o n s  c a n  b e  l i n e a r i z e d  w i t h  r e a 
s o n a b l e  a c c u r a c y y  ? . e .  , 

K =a,V), ( 3 . 9 7 )  

T h e  f u n c t i o n  a l ( t * )  = K s ( t ; t )  is shown  i n  F i g u r e  28b b y  t h e  
b r o k e n  l i n e .  F i g u r e  2 9  s h o w s  t h e  c u r v e s  o f  t h e  f u n c t i o n s  c t 2 ( t a )  
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a n d  a 3 ( t s ) .  T h e  s t r a i g h t  l i n e s  ( 3 . 9 8 1 ,  a p p r o x i m a t i n g  t h e  f u n c t i o n  
< f ; ( f f i , t ; k ) ,  w e r e  d r a w n  t h r o u g h  t h e  s e p a r a t i o n  p o i n t  of t h e  b o u n d a r y  
l a y e r  a n d  t h e  v a l u e s  of 5;: f o r  t h e  ca se  of a p l a t e  (f;: = 0 ) .  

T a k i n g  e x p r e s s i o n s  ( 3 . 9 7 )  a n d  ( 3 . 9 8 )  i n t o  a c c o u n t ,  w e  t r a n s f o r m  
t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  ( 3 . 9 4 )  t o  t h e  f o r m  

( 3 . 9 9 )  

For a p r e s c r i b e d  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  /lo7 
o f  t h e  l a y e r y e q u a t i o n  ( 3 . 9 9 )  c a n  b e  i n t e g r a t e d  by  known m e t h o d s .  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  s y s t e m  of  c h a r a c t e r i s t i c s  i s  e a s y  t o  d e t e r m i n e .  

J' 

r.0 

9.5 

0 

-w 


I n  a number 
b u t  i n  t h e  

42 
 -u -88 
b 

F i g .  2 8 .  The D i m e n s i o n l e s s  C o e f f i c i e n t  
o f  F r i c t i o n  <s: ( a )  a n d  t h e  R a t i o s  o f  
t h e  C o n v e n t i o n a l  T h i c k n e s s e s  o f  t h e  
B o u n d a r y  L a y e r  K (b) as a F u n c t i o n  o f  
t h e  S h a p e  F a c t e r  fs: a n d  t h e  S u c t i o n  
P a r a m e t e r  t?:. 

o f  c a s e s  t h e  s o l u t i o n  c a n  b e  r e d u c e d  t o  q u a d r a t u r e s ,  
m o r e  c o m p l e x  c a s e s  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  m u s t  b e  u s e d .  

We c a n  c o m p u t e  t h e  v a l u e  o f  t h e  p a r a m e t e r  f g  a t  t h e  s e p a r a t i o n  
p o i n t  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  (<s: = 0 )  f r o m  e x p r e s s i o n  ( 3 . 9 8 )  

e=-- % . 
% ( 3 . 1 0 0 )  

F i g u r e  30 s h o w s  t h e  c u r v e  o f  t h e  f u n c t i o n  f z ( t Z k ) .  

A f t e r  c o m p u t i n g  fs: a n d  c o n s e q u e n t l y  6s:  f o r  e a c h  v a l u e  of ts : ,  
w e  c a n  d e t e r m i n e  a l l  t h e  r e m a i n i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a n o n s t a t i o n 
a r y  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  

We w i l l  now e x a m i n e  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f o r m a t i o n  o f  a non
s t a t i o n a r y  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  o r  b l o w i n g  o n  
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a s t a t i o n a r y  c i r c u l a r  c y l i n d e r ,  w h i c h  i s  s u d d e n l y  s e t  i n  u n i f o r m  
m o t i o n .  We w i l l  d e t e r m i n e  a d i s t a n c e  (5 or a t i m e  i n t e r v a l  ts b e 
t w e e n  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  c y l i n d e r ' s  m o t i o n  a n d  t h e  moment when 
a n  e d d y  i n  t h e  t r a i l i n g  e n d  c a u s e s  s e p a r a t i o n .  I n  t h e  p a r t i c u l a r  / l o 8  
c a s e  u n d e r  e x a m i n a t i o n  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  o u t e r  
b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  C441 i s  

( 3 . 1 0 1 )  

A s  a r e s u l t  of  s i m p l e  c a l c u l a t i o n s  w e  o b t a i n  

- f  0 2 I t' -I u 2 4 t' 

F i g .  2 9 .  The  C o e f f i c i e n t s  "1 F i g .  3 0 .  The  S h a p e  F a c t o r  f$ a t  
a n d  " 2  a s  a F u n c t i o n  of  t h e  t h e  S e p a r a t i o n  P o i n t  o f ' t h e  L a y e r  
S u c t i o n  P a r a m e t e r  t:?. a s  a F u n c t i o n  o f  t h e  S u c t i o n  P a r a 

m e t e r  t:?. 

From t h e  t r a i l i n g  c r i t i c a l  p o i n t  ( x  = n u )  we d e r i v e  t h e  or
d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

U s i n g  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  ff: = 0 when t = 0 ,  w e  o b t a i n  t h e  
s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 1 0 3 )  i n  t h e  f o r m  

(3.104) 
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S i n c e  a t  t h e  m0men.t o f  s e p a r a t i o n  f o r m a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  / l o 9  
l a y e r  a t  t h e  t r a i l i n g  c r i t i c a l  p o i n t  t = t,, a n d  0 = U o t , ,  w e  o b t a i n  
fr>om e x p r e s s i o n  ( 3 . 1 0 0 )  

( 3 . 1 0 5 )  

A f t e r  d e t e r m i n i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  " 1 ,  a 2  a n d  a 3 ,  
a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r  t s : ,  w e  w i l l  d e t e r m i n e  f r o m  e x p r e s s i o n  
( 3 . 1 0 5 )  t h e  p a t h  f o l l o w e d  b y  t h e  c i r c u l a r  c y l i n d e r  b e f o r e  t h e  moment 
when s e p a r a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  b e g i n s  a n d  t h e  e d d y  f o r m s .  
C o m p u t a t i o n s  w e r e  made f o r  n e g a t i v e  v a l u e s  o f  tf:,c o r r e s p o n d i n g  t o  
t h e  p r e s e n c e  o f  f l u i d  s u c t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  From a n a 
l y z i n g  t h e  r e s u l t s  o f  t h e s e  c a l c u l a t i o n s ,  i t  f o l l o w s  t h a t  f l u i d  
s u c t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a l l o w s  u s  t o  e x t e n d  t o  a s i g n i f i c a n t  
d e g r e e  t h e  p a t h  o f  t h e  c i r c u l a r  c y l i n d e r  p r i o r  t o  t h e  f o r m a t i o n  o f  
t h e  e d d y  a t  t h e  t r a i l i n g  c r i t i c a l  p o i n t .  

For a n o n p e r m e a b l e  s u r f a c e ,  i . e . ,  when t" = 0 ,  w e  f i n d  f r o m  
e q u a t i o n  ( 3 . 1 0 5 )  t h a t  o = 0 . 3 0 a .  T h i s  v a l u e  i s  p r a c t i c a l l y  n o  
d i f f e r e n t  f r o m  t h e  v a l u e  u = 0 . 3 2 a ,  c a l c u l a t e d  b y  t h e  t h i r d  a p p r o x i 
m a t i o n  t o  t h e  p r e c i s e  s o l u t i o n .  

The m e t h o d  u n d e r  d i s c u s s i o n  w a s  d e v e l o p e d  f o r  a p l a n e  b o u n d a r y  
l a y e r .  W i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  known t r a n s f o r m a t i o n  o f  Y e . 1 .  S t e p a n o v  
C481, i t  i s  e a s y  t o  c a l c u l a t e  a n o n s t a t i o n a r y  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  
w i t h  l o n g i t u d i n a l  s t r e a m l i n i n g  o f  t h e  b o d y  o f  r e v o l u t i o n .  I n  t h i s  
c a s e  w e  m u s t  s u p p l e m e n t  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h e  i n t e g r a l  i m p u l s e  

1 drur e l a t i o n s h i p  ( 3 . 9 9 )  w i t h  t h e  t e r m  2%-.-uUp , w h i c h  t a k e s  i n t o  ac 
ro 

c o u n t  t h e  l a t e r a l  c u r v a t u r e  o f  t h e  b o d y  o f  r o t a t i o n .  
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CHAPTER 4 

A THREE-DIMENSIONAL BOUNDARY LAYER 

A B o u n d a r y ‘  L a y e r  a n d  t h e  R e s i s t a n c e  o.f a P l a t e  w i t h  S l i p  /110 

We w i l l  n o u  e x a m i n e  s t r e a m l i n i n g  w i t h  t h e  s l i p  o f  a f l a t  p l a t e  
o f  i n f i n i t e  l e n g t h  i n  t h e  p r e s e n c e  of f l u i d  s u c t i o n  f r o m  a l a m i n a r  
b o u n d a r y  l a y e r  b y  a u n i f o r m  f l o w  o f  v i s c o u s  
[31]. The v e l o c i t y  v e c t o r  o f  t h e  e x t e r n a l  
f3 ( F i g .  3 1 )  w i t h  t h e  l e a d i n g  e d g e .  We w i l l  
n a t e  s y s t e m  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  p l a t e .  
a l o n g  t h e  f l o w  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  l e a d i n g  

i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  
f l o w  Uo f o r m s  a n  a n g l e  

u s e  a C a r t e s i a n  c o o r d i -
The  Ox a x i s  i s  d i r e c t e d  

e d g e ,  t h e  i sOy a x i s  
d i r e c t e d  v e r t i c a l l y  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p l a n e ,  a n d  t h e  OZ a x i s  i s  
d i r e c t e d  l a t e r a l l y  p a r a l l e l  t o  t h e  l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  p l a t e .  

I n  t h i s  c o o r d i n a t e  s y s t e m  t h e  e q u a t i o n s  for a l a m i n a r  b o u n d a r y  
l a y e r  a n d  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  ( 1 . 1 6 )  f o r  t h e  c a s e  o f  a p l a t e  
w i l l  h a v e  t h e  f o r m  

(4.1) 


w h e r e  u ,  V ,  w a r e  t h e  l o n g i t u d i n a l ,  l a t e r a l  a n d  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  
c o m p o n e n t s  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

I n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  o f  a f l u i d  a c r o s s  a n o n p e r m e a b l e  
s u r f a c e  o f  a p l a t e ,  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  m u s t  b e  
s a t i s f  Ted:  

u = w = o ;  v=-Zvo(X) w i t h  y = o ;  


u = U,cosS; w =U,sinP w i t h  y --+ 03. ( 4 . 2 )  


I n  t h e  f i r s t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  v o  d e n o t e s  t h e  s u c t i o n  r a t e  o f  a /111 
f l u i d  a c r o s s  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  p l a t e .  
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U s i n g  t h e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e s  

w e  c a n  r e d u c e  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  
of s y s t e m  ( 4 . 1 )  t o  a known B l a s i u s  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

( 4 . 4 )  

and  w e  w i l l  c o n v e r t  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  t o  t h e  f o r m  

( 4 . 5 )  

F i g .  3 1 .  A S y s t e m  o f  

C o o r d i n a t e  Axes f o r  S t r e a m  

l i n i n g  o f  a P l a t e  w i t h  S l i p .  Wi th  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  /112 


b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 4 . 5 )  e q u a t i o n  
(4.4) was i n t e g r a t e d  on  a c o m p u t e r .  D e t a i l e d  t a b l e s  o f  t h e  f u n c t i o n s  

f O ( r l )  a n d  i t s  f i r s t ,  s e c o n d  a n d  t h i r d  d e r i v a t i v e s  w e r e  p r e s e n t e d  i n  
r e f e r e n c e  [ 6 2 ]  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  c o n s t a n t  C .  From t h e  
t h i r d  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  (4.1), t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y ,  w e  h a v e  

U s i n g  e x p r e s s i o n  ( 4 . 6 )  and  t h e  f i r s t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  (4.51, 
w e  c a n  c o m p u t e  t h a t  

( 4 . 7 )  

The f o l l o w i n g  f u n c t i o n  s a t i s f i e s  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  (4.1) 

UJ=const u, 
( 4 . 8 )  

S a t i s f y i n g  t h e  s e c o n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  o f  ( 4 . 2 )  w e  o b t a i n  

const==tan B .  ( 4 . 9 )  
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From e q u a t i o n s  ( 4 . 8 )  a n d  ( 4 . 9 ) ,  w e  f i n d  t h a t  

( 4 . 1 0 )  

I t  f o l l o w s  f r o m  t h e  l a s t  e x p r e s s i o n  t h a t  t h e  f l o w  r a t e  on t h e  b o u n d 
a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  f l u i d  s u c t i o n  a c r o s s  t h e  s u r f a c e  o f  
a p l a t e  a g r e e s  a t  a l l  p o i n t s  w i t h  t h e  d i r e c t i o n  o f  v e l o c i t y  o f  t h e  
e x t e r n a l  f l o w .  

We w i l l  n o t  d e t e r m i n e  t h e  h y d r o d y n a m i c  f o r c e s  a c t i n g  on t h e  
p e r m e a b l e  f l a t  p l a t e  w i t h  s l i p  a n d  t h e  p r e s e n c e  o f  f l u i d  s u c t i o n  
f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

The c o e f f i c i e n t  o f  t h e  t a n g e n t i a l  f r i c t i o n  f o r c e  i s  

( 4 . 1 1 )  

From e x p r e s s i o n  ( 4 . 3 )  w e  c o m p u t e  t h a t  

( 4 . 1 2 )  

S u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n  ( 4 . 1 2 )  i n t o  ( 4 . 1 1 ) ,  we f i n d  t h a t  / 1 1 3  

( 4 . 1 3 )  
I' Kx 

u x  
w h e r e  R, = i s  t h e  l o c a l  R e y n o l d s  n u m b e r .  

V 

The c o e f f i c i e n t  of t h e  l a t e r a l  f r i c t i o n  f o r c e  i s  

( 4 . 1 4 )  

From e x p r e s s i o n  ( 4 . 1 0 )  w e  c o m p u t e  t h a t  

( 4 . 1 5 )  
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S u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n  ( 4 . 1 5 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 4 . 1 4 1 ,  w e  o b t a i n  t h a t  

The v a l u e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t o t a l  f r i c t i o n  f o r c e  i s  

C* 

I n  F i g u r e  3 2  t h e  s o l i d  l i n e  c o r r e s p o n d s  t o 7 a s  a 

cosj3 

o f  t h e  l o c a l  R e y n o l d s  number R, f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  
p a r a m e t e r  C ( c f .  e x p r e s s i o n  ( 4 . 7 )  f o r  a l a m i n a r  b o u n d a r y  

( 4 . 1 6 )  

( 4 . 1 7 )  

f u n c t i o n  

t h e  s u c t i o n  
l a y e r ) ,  

a n d  t h e  b r o k e n  l i n e  c o r r e s p o n d s  t o  a f u n c t i o n  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t  
o f  t u r b u l e n t  f r i c t i o n  o f  t h e  p l a t e  a c c o r d i n g  t o  P r a n d t l - S c h l i c h t i n g  
t a k i n g  t h e  s l i p  i n t o  a c c o u n t  

CX 0,455-= 
cosl/*B (Ig ' ( 4 . 1 3 )  

From a n  a n a l y s i s  o f  t h e  d a t a  shown i n  t h e  g r a p h ,  i t  f o l l o w s  t h a t  / 1 1 4  
w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  R e y n o l d s  number t h e  v a l u e  of t h e  c o e f f i c i e n t  

-, c h a n g e s  e q u i d i s t a n t l y  t o  t h e  f u n c t i o n  o f  l a m i n a r  f r i c t i o n  
COG$ 

a c c o r d i n g  t o  B l a s i u s  ( C  = 0 )  a n d  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  s u c t i o n  i n t e n s i t y  
a l s o  l e a d s  t o  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  r e s i s t a n c e  o f  l a m i n a r  f r i c t i o n  o f  
t h e  p l a t e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s l i p .  
p e r m e a b l e  p l a t e  ( C  = O ) ,  t h e  r e s u l t s  
t i o n  o f  V . V .  S t r u m i n s k i y  C 5 0 1 .  

I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  a n o n 
o b t a i n e d  a g r e e  w i t h  t h e  solu-

C o m p a r i s o n  of t h e  f u n c t i o n s  
allows u s  t o  e v a l u a t e  t h o s e  
l i m i t s  i n  w h i c h  s u c t i o n  o f  a 
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  c a n  l e a d  

F i g .  3 2 .  The  C o e f f i c i e n t  o f  
F r i c t i o n  w i t h  S t r e a m l i n i n g  of a 
P l a t e  W i t h  S l i p  a s  a F u n c t i o n  
o f  t h e  L o c a l  R e y n o l d s  Number i n  
t h e  P r e s e n c e  of  S u c t i o n .  
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t o  a d e c r e a s e  i n  f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e .  S i n c e  i t  i s  known t h a t  t h e  
p r o f i l e  d r a g  of  w i n g s , ’  s t r e a m l i n e d  w i t h  o p t i m a l  a n g l e s  o f  a t t a c k ,  
i s  o n l y  1 0 - 2 0 %  g r e a t e r  t h a n  t h e  f r i c t i o n  r e s i s t a n c e  o f  a p l a t e ,  t h e  
o b t a i n e d  d a t a  ( F i g .  3 2 )  c a n  a l s o  b e  u s e d  f o r  a n  a p p r o x i m a t e  e v a l u 
a t i o n  of t h e  p r o f i l e  d r a g  o f  t h e  s l i p  w i n g s .  

The Boundary  L a y e r  o f  a P l a t e  W i t h  P a r a b o l i c  E x t e r n a l  F l o w  

No o n e  h a s  y e t  s u c c e e d e d  i n  o b t a i n i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a 
t i o n s  f o r  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  b o u n d a r y  l a y e r ,  f o r m e d  w i t h  t h e  m o t i o n  
o f  a b o d y  o f  a r b i t r a r y  s h a p e ,  i n  i t s  g e n e r a l  f o r m .  I n  c o n n e c t i o n  
w i t h  t h i s  f a c t ,  w e  w i l l  l i m i t  o u r s e l v e s  t o  t h e  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  
e q u a t i o n s  f o r  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p e r m e a b l e  
s u r f a c e  o f  a p l a t e  w i t h  a p a r a b o l i c  e x t e r n a l  f l o w  i n  o r d e r  t o  c l a r i f y  
t h e  b a s i c  p i c t u r e  i l l u s t r a t i n g  t h e  i n f l u e n c e  o f  f l u i d  s u c t i o n  on /115 
t h e  n a t u r e  o f  s e c o n d a r y  f l o w s  i n  t h e  l a y e r .  T h i s  a p p r o a c h  a l l o w s  
u s  t o  o b t a i n  a p r e c i s e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  a n d  t o  a n a l y z e  t h e  
p o s s i b l e  i n f l u e n c e  o f  f l u i d  s u c t i o n  a c r o s s  a p e r m e a b l e  s u r f a c e  o n  
t h e  s e c o n d a r y  f l o w s  i n  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  b o u n d a r y  l a y e r .  

We w i l l  e x a m i n e  s t r e a m l i n i n g  o f  a s e m i - i n f i n i t e  p l a t e  w i t h  a 
p e r m e a b l e  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  b y  a p a r a b o l i c  e x t e r 
n a l  f l o w  [ 3 2 ,  3 0 1 .  By a p e r m e a b l e  p l a t e  we w i l l  mean a p l a t e  
s t r e a m l i n e d  b y  a f l u i d ,  o n  w h o s e  s u r f a c e  t h e r e  i s  o n l y  a n o n - z e r o  
n o r m a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t ,  i . e . ,  W O  = 0 a n d  v o  # 0 .  

L a t e r  w e  w i l l  u s e  a r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  w h o s e  o r i g i n  
i s  l o c a t e d  a t  t h e  l e a d i n g  e d g e  of t h e  p l a t e .  The x a x i s  w i l l  b e  
d i r e c t e d  a l o n g  i t s  s u r f a c e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  l e a d i n g  e d g e  , t h e  
y a x i s  w i l l  b e  n o r m a l  t o  t h e  p l a n e  o f  t h e  p l a t e  a n d  t h e  z a x i s  w i l l  
b e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p l a n e  x O y .  The v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  f o r  a 
p a r a b o l i c  e x t e r n a l  f l o w  a r e  

U = const; V = 0; W = a +bx, 
(4.19) 

w h e r e  a a n d  b a r e  c o n s t a n t  v a l u e s .  

I n  t h i s  ca se  t h e  s t r e a m l i n e s  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w  a r e  p a r a b o l a s  
a n d  t h e  c u r r e n t  h a s  a c o n s t a n t  v o r t i c i t y  w i t h  a v o r t i c i t y  v e c t o r  
d i r e c t e d  a l o n g  t h e  y a x i s .  The H e l m h o l t z  r e l a t i o n s h i p s  for a n  e d d y  
a r e  s a t i s f i e d .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  v e l o c i t i e s  a r e  n o t  a f u n c t i o n  o f  
t h e  c o o r d i n a t e .  T h e r e f o r e ,  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  (1.16) i s  s i g n i 
f i c a n t l y  s i m p l i f i e d :  

( 4 . 2 0 )  
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( 4 . 2 1 )  

U s i n g  t h e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e s  

w e  c a n  r e d u c e  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  ( 4 . 2 0 )  t o  a B l a s i u s  d i f 
f e r e n t  i a l  e q u a t i o n  

( 4 . 2 2 )  

( 4 . 2 3 )  

E q u a t i o n  ( 4 . 2 2 )  w i t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 4 . 2 3 )  w a s  i n t e g r a t e d  
o n  a c o m p u t e r  b y  Emmons a n d  L e i g h .  D e t a i l e d  t a b l e s  o f  t h e  f u n c t i o n s  
f o ( r l ) ,  fi(n), f ; ( q )  a n d  f{'(n) w e r e  g i v e n  i n  r e f e r e n c e  [ 6 2 ]  v a l u e s  
o f  f(0) v a r y i n g  f o r m  1 . 2 3 8 5  t o  co . 

From t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  o f  s y s t e m  ( 4 . 2 0 )  w e  o b t a i n  

( 4 . 2 4 )  

w h e r e  

( 4 . 2 5 )  

A f t e r  i n t e g r a t i n g  r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 2 5 )  b y  p a r t s ,  w e  o b t a i n  

7f; -g = f o  (rl)-fo (0). ( 4 . 2 6 )  
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If  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  p a r a l l e l  t o  t h e  l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  
p l a t e  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  

t h e n  t h e  t h i r d  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  ( 4 . 2 0 )  c a n  b e  g i v e n  i n  t h i s  f o r m :  /117 

U s i n g  r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 2 6 )  w e  c o n v e r t  e q u a t i o n  ( 4 . 2 8 ) :  

( 4 . 2 9 )  

F o r m u l a  ( 4 . 2 9 )  i s  i n d e n t i c a l  o v e r  x a n d  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  v a l u e s  
of  w 0  a n d  w1 m u s t  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s :  

( 4 . 3 0 )  

( 4 . 3 1 )  

w i t h  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

( 4 . 3 2 )  

E q u a t i o n s  ( 4 . 3 0 )  a n d  ( 4 . 3 1 )  w i t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 4 . 3 2 )  
were i n t e g r a t e d  on a M i n s k - 1  c o m p u t e r  f o r  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s  o f  
fo(0): 0 ;  0 . 5 ;  1.5; 2 .  The r e s u l t s  a r e  shown i n  T a b l e  9 .  We s h o u l d  
e m p h a s i z e  t h a t  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  ca se  fo(0) = 0 t h e s e  r e s u l t s  
a g r e e  w i t h  a n  a c c u r a c y  t o  t h r e e  d e c i m a l  p l a c e s  w i t h  t h e  d a t a  o f  Loos 
C841. 

I t  f o l l o w s  f r o m  e q u a t i o n  ( 4 . 3 0 )  t h a t  w i t h  f l u i d  s u c t i o n  f r o m  
t h e  b o u n d a r y  l a y e r  [fo(O) # 0 1  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  o f  t h e  s e c o n d 
a r y  f l o w  W O ,  c a u s e d  b y  t h e  c o n s t a n t  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  i n  t h e  l e a d 
i n g  f l o w  W = a ,  c a n  n o t  h a v e  t h e  same  p r o f i l e  as t h e  v e l o c i t y  com
p o n e n t  u .  I n  o t h e r  w o r d s ,  w i t h  a p a r a l l e l  l e a d i n g  f l o w ,  a p p r o a c h i n g  
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T A B L E  9 .  THE F U N C T I O N S  W o ( ' l >  A N D  W l ( l l >  

_ _  
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t h e  f l a t  p l a t e  a t  a n  a r b i t r a r y  a n g l e ,  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  f l o w  i n  
t h e  p r e s e n c e  o f  f l u i d  s u c t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a c r o s s  a /119 
p e r m e a b l e  s u r f a c e  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  f l o w  d i r e c t i o n  i n  t h e  l e a d i n g  
f l o w .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i n  a b o u n d a r y  l a y e r  o f  a p e r m e a b l e  p l a t e ,  
l a t e r a l  f l o w s  a r i s e  a n a l o g o u s l y  t o  t h e  c a s e  o f  f l o w  w i t h o u t  f l u i d  
s u c t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  b u t  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a p r e s s u r e  
g r a d i e n t  on t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  l a y e r .  

I n  t h e  p a r t i c u l a r  case when t h e  f l u i d  i s  n o t  s u c k e d  f r o m  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  [fo(O) = 01, t h e  f u n c t i o n  W O  = f ' ( n )  s a t i s f i e s  e q u a 

t i o n  ( 4 . 3 0 )  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
( 4 . 3 2 ) .  Then  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  
o f  t h e  s e c o n d a r y  f l o w  W Q  h a s  t h e  same 
p r o f i l e  as t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  o f  
t h e  l o n g i t u d i n a l  f l o w ;  t h e  d i r e c t i o n s  
o f  t h e  s t r e a m l i n e s  i n  t h e  e x t e r n a l  
f l o w  c o i n c i d e  w i t h  t h o s e  i n  t h e  b o u n d 
a r y  l a y e r .  T h i s  phenomenon w a s  f i r s t .  
o b s e r v e d  b y  S e a r s  C 1 0 6 1 .  

0 I 
We w i l l  now f i n d  on  t h e  o n e  h a n d ,  

F i g .  3 3 .  A S y s t e m  o f  Coor- t h e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  u a n d  W ,  a n d  o n  
d i n a t e  Axes Wi th  S t r e a m - t h e  o t h e r  h a n d ,  t h a t  b e t w e e n  t h e  v e l o 
l i n i n g  of a P l a t e  by  P a r a - c i t y  c o m p o n e n t s  -t a n d  n a l o n g  t h e  
b o l i c  E x t e r n a l  F l o w .  t a n g e n t  and  n o r m a l  t o  t h e  l o c a l  d i r e c 

t i o n  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w  ( F i g .  3 3 ) .  
We w i l l  e x a m i n e  i n  d e t a i l  t h e  c a s e  when t h e  c o e f f i c i e n t  a = 0 ,  ; . e . ,  
when t h e  s t r e a m l i n e s  a r e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  
p l a t e .  We w i l l  d e n o t e  by  0 t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  
e x t e r n a l  f l o w  a n d  t h e  p o s i t i v e  x a x i s .  Then  

t = u COS 8 +wsine;  
( 4 . 3 3 )  

n =wcos@-ussin@. ( 4 . 3 4 )  /120 

S i n c e  a = 0 ,  t h e  f u n c t i o n  u = U f i ( q )  a n d  T = JU2 + b2x2, t h e  l o c a l  
v e l o c i t y  of  t h e  e x t e r n a l  f l o w ,  t h e n  e q u a t i o n s  ( 4 . 3 3 )  a n d  ( 4 . 3 4 )  c a n  
b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

( 4 . 3 5 )  

( 4 . 3 6 )  
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F u r t h e r m o r e ,  w e  w i l l  e x p r e s s  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  t a n d  n 
by  t h e  a n g l e  0 for t h e  e x t e r n a l  flow. S i n c e  

( 4 . 3 7 )  

t h e n  

( 4 . 3 8 )  

t -T --&(q)(l -sin28) 4- V,(q)sin28. ( 4 . 3 9 )  

U s i n g  t h e  r e s u l t s  o f  c o m p u t a t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n s  w l ( n )  ( c f .  T a b l e  
9 ) ,  w e  c o m p u t e d  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  ( 4 . 3 8 )  a n d  ( 4 . 3 9 )  t h e  p r o f i l e s  
o f  t h e  n o r m a l  a n d  t a n g e n t i a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  r e l a t i v e  t o  t h e  
e x t e r n a l  f l o w  w i t h  f l u i d  s u c t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a c r o s s  t h e  
p e r m e a b l e  s u r f a c e  o f  t h e  p l a t e .  I n  t h e s e  c a l c u l a t i o n s  we u s e d  t h e  
v a l u e s  o f  t h e  f u n c t i o n s  c o m p u t e d  b y  Emmons a n d  L e i g h  [62]. On t h e  
b a s i s  o f  t h e s e  d a t a  w i t h  t h e  a n g l e  0 e q u a l  t o  0 ,  1 5 ,  3 0 ,  4 5 ,  6 0  a n d  
9 0 ° ,  f o r  t h e  c a s e  o f  s u c t i o n ,  t h e  c u r v e s  shown i n  F i g u r e  3 4  w e r e  
c o n s t r u c t e d .  

W i t h  f l u i d  s u c t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a c r o s s  a p e r m e a b l e  
s u r f a c e  of  t h e  p l a t e ,  w h i c h  i s  c h a r a c t e r i z e d  by t h e  v a l u e  fo(0) = 
1 . 0  ( F i g .  3 4 a ) ,  t h e  p r o f i l e  o f  t h e  t a n g e n t i a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  
v a r i e s  c o m p a r a t i v e l y  l i t t l e  w i t h  t h e  v a l u e  o f  0 .  I n  t h i s  c a s e  t h e  
v e l o c i t y  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t/T t r a n s f e r s  s m o o t h l y  i n t o  t h e  
v e l o c i t y  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w ,  a n d  t h e  l o c a l  v e l o c i t i e s  i n  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  a l w a y s  r e m a i n  l o w e r  t h a n  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  e x t e r n a l  
f l o w .  A t  t h e  same t i m e  t h e  n o r m a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  ( F i g .  3 4 b )  /121 
d o e s  n o t  e x c e e d  6 - 7 %  o f  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w ,  
a n d  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  f o r  t h i s  c o m p o n e n t  h a s  a n  e x t r e m a 1  c h a r a c t e r .  
C o n s e q u e n t l y ,  f l u i d  s u c t i o n  a c r o s s  t h e  p o r o u s  s u r f a c e  i s  a n  e f f e c t i v e  
means  o f  d e c r e a s i n g  or e l i m i n a t i n g  t h e  s e c o n d a r y  f l o w s  i n  a t h r e e -
d i m e n s i o n a l  b o u n d a r y  l a y e r .  

I n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  when t h e  c o e f f i c i e n t  a # 0 ,  t h e  n o r m a l  and  
t a n g e n t i a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  m u s t  b e  c a l c u l a t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  
f o l l o w i n g  f o r m u l a s  1 8 4 1 :  

( 4 . 4 0 )  

w h e r e  O o  i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w  a n d  
t h e  x a x i s  a t  t h e  l e a d i n g  e d g e  ( c f .  P i g .  3 3 ) .  
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A Boundary Layer on a S l i p  Wing o f  
I n f i n i t e  W i n g  Aspect  R a t i o  

The s y s t e m  of  e q u a t i o n s  (1.16) w i t h  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 1 7 )  
i n  t h e  g e n e r a l  f o r m  d e s c r i b e s  a f l o w  i n  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  b o u n d a r y  
l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  of s u c t i o n .  We w i l l  now e x a m i n e  a s t a t i o n a r y  
f l o w  i n  t h e  ca se  when t h e  l o n g i t u d i n a l ,  l a t e r a l  a n d  t r a n s v e r s e  v e l o 
c i t y  c o m p o n e n t s  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  u ,  v a n d  w a r e  f u n c t i o n s  i n  
o n l y  t w o  v a r i a b l e s ,  x a n d  y .  Then t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 1 . 1 6 )  i s  
s i m p l i f i e d  a n d  t a k e s  t h e  f o r m  

( 4 . 4 2 )  

T h i s  s y s t e m  m u s t  b e  s o l v e d  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

( 4 . 4 3 )  

I n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 4 . 4 3 ) ,  V ( x )  a n d  W(x) d e n o t e  t h e  com
p o n e n t s  o f  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  o f  t h e  e x t e r n a l  f l o w  o n  t h e  c o o r d i n a t e  
a x e s  x a n d  z r e s p e c t i v e l y .  T h e s e  c o m p o n e n t s  m u s t  s a t i s f y  t h e  E u l e r  
e q u a t i o n s ,  w h i c h  i n  t h i s  c a s e  h a v e  t h e  f o r m  

( 4 . 4 4 )  

T a k i n g  r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 4 4 )  i n t o  a c c o u n t ,  w e  c a n  t r a n s f o r m  t h e  
s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 4 2 ) :  

( 4 . 4 5 )aw au
U-
aw i -v -=u- dW h. - + - = o .  dv ax aY dx  + v a y , .  ay 

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  r e m a i n  a s  b e f o r e  ( 4 . 4 3 ) .  

102 




/122 


b 

Fig. 34. The Tangential (a) and Normal (b) Velocity Components in 
the Boundary Layer of a Plate in the Presence of Suction [f(O) = 1.01. 

Fig. 3 5 .  The System 
of Coordinate Axes for 
a Wing of Infinite Wing 
Aspect Ratio with Slip. 

For the case (Fig. 35) of a bound- /123 

ary layer on a slip wing of infinite 

wing aspect ratio, u(x) is defined by 

the streamlining of the wing in the 

plane perpendicular to its axis, U ( x )  

is the transverse velocity component on 

the outer boundary of the boundary layer 


a wand - = 0. Figure 36 shows the velocityax 
profile in a three-dimensional boundary 

layer. 


The system of equations (4.45) with 
boundary conditions (4.43) in this case, 
as V.V. Struminskiy [ S O ]  first noted, 
can be broken down into two parts. The 
system 
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T 

aU 

U -

au +v-au--- dV 
+ v - *P U  

ax. d!f dx ay2 9 

( 4 . 4 6 )  

c o r r e s p o n d s  t o  t h e  p r o b l e m  d i s c u s s e d  t h o r o u g h l y  i n  C h a p t e r s  2 a n d  3 / 1 2 4  
of t h i s  b o o k .  The r e m a i n i n g  e q u a t i o n  

( 4 . 4 7 )  

c a n  s e r v e  a s  t h e  b a s i s  for t h e  f o l l o w i n g  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  d i s 
t r i b u t i o n  of t h e  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  w i n  a t h r e e - d i m e n 
s i o n a l  b o u n d a r y  l a y e r .  

l a t e r a l  p l a n e  

c o m p o n e n t  

body 

/ 
F i g .  3 6 :  The V e l o c i t y  P r o f i l e  i n  a T h r e e - D i m e n s i o n a l  B o u n d a r y  L a y e r .  

We w i l l  n o t  t r a n s f o r m  t h e  e q u a t i o n  t o  a n  i n t e g r a l  i m p u l s e  r e l a 
t i o n s h i p .  I n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  when t h e  t r a n s v e r s e  v e l o c i t y  com
p o n e n t  on t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  W = W ( x ) ,  

a a a% 
- [ u ( W - U ) ]  -I-- [ [ v ( W - W ) ]  = V Y . ( 4 . 4 8 )ax aLl 

I n t e g r a t i n g  b o t h  s i d e s  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 4 8 )  a c r o s s  t h e  l a y e r  o v e r  
,y f r o m  z e r o  t o  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  6 ~ d e t e r m i n e d  

by  t h e  c h a n g e  i n  w f r o m  0 t o  t h e  v a l u e  o f  W ( x ) ,  w e  o b t a i n  t h e  unknown 
r e l a t i o n s h i p  

1 0 4  



( 4 . 4 9 )  / 1 2 5  

a 
w h e r e  =Jg( ' - -F)d! I  i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  loss. I n  

n 
_._-

t h i s  r e l a t i o n s h i p  t h e  t e r m  V o / U  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  p r e s e n c e  o f  
f l u i d  s u c t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

For t h e  f i n a l  d e r i v a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 4 9 )  . 
t h e  f o l l o w i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e r e  u s e d :  

We now i n t r o d u c e  i n t o  t h e  e x a m i n a t i o n  t h e  p a r a m e t e r s  

U s i n g  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i n  ( 4 . 4 6 )  a n d  ( 4 . 4 7 )  we o b t a i n  

dll . V2.I = -
dx 
-

v ' 
f, -0. 

. 

We w i l l  now e x a m i n e  t h e  d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  o f  f r i c t i o n  

( 4 . 5 0 )  

u 
i sw h e r e  u=q(&';f)  a o n e - p a r a m e t e r  p r o f i l e  s e t .  

dWS i n c e  f o r  a w i n g  o f  i n f i n i t e  w i n g  a s p e c t  r a t i o  z =0 ,  when f= 
0 t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  m u s t  b e  s a t i s f i e d  

CP(+O)=P(+). 

w h e r e  
-W =q(+).
W 

T h e n  for t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e  we o b t a i n  / 1 2 6

[ =q)'(o,o)=g(o). ( 4 . 5 1 )  

a(+) #4 
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6 7 Y 2  
S t i p u l a t i n g  zw = -

V 
w e  t r a n s f o r m  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 4 9 )  

( 4 . 5 2 )  

a Vo6,
w h e r e  ~ ( O ) = ~ + ( l - a ) - ? . e . ,  h a s  t h e  s a m e  v a l u e  a s  i n  C h a p t e r  3 

a n d  a = 0 . 4 4 0 8  = c o n s t .  

We r e d u c e  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 4 . 5 2 )  t o  t h e  f o r m  

( 4 . 5 3 )  

A s  a r e s u l t  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 5 3 )  w e  o b t a i n  

( 4 . 5 4 )  

The  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t  w a s  t a k e n  t o  b e  z e r o  f o r m  t h e  c o n d i t i o n  o f  
t h e  f i n i t e n e s s  o f  t h e  v a l u e  of zw(0) a t  t h e  l e a d i n g  c r i t i c a l  p o i n t .  

N u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 4 . 5 4 )  i s  c a r r i e d  o u t  b y  
t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  I n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  
w e  s h o u l d  t a k e  v o  = 0 .  A f t e r  c o m p u t i n g  w i t h  t h e  r e q u i r e d  a c c u r a c y  
t h e  s h a p e  f a c t o r  Z W ,  w e  c a n  d e t e r m i n e  t h e  r e m a i n i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  
of  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n .  

A n  Approximate  C a l c u l a t i o n  o f  t h e  A x i s y m m e t r i c  and /127
T h r e e - D i m e n s i o n a l  Boundary L a y e r s .  

The sys t em of e q u a t i o n s  f o r  a n  a x i s y m m e t r i c  b o u n d a r y  l a y e r  on  
a b o d y  of r e v o l u t i o n  h a v e  t h e  f o r m  [ 4 4 ]  

( 4 . 5 5 )  

The  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e  a x e s  a n d  t h e  b a s i c  n o t a t i o n s  a r e  shown i n  
F i g u r e  3 7 .  

S i n c e  

( 4 . 5 6 )  

1 0 6  



w h e r e  ro(x) i s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  r a d i u s  o f  t h e  b o d y  o f  r e v o l u t i o n  
t h r o u g h o u t  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  e x c e p t  t h e  a r e a  n e a r  t h e  t r a i l i n g  

F i g .  3 7 .  The S y s t e m  o f  C o o r d i n a t e  Axes  f o r  a n  A x i s y m m e t r i c a l  
B o u n d a r y  L a y e r  on a Body o f  R e v o l u t i o n .  

c r i t i c a l  p o i n t ,  w h e r e  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  c o m p a r a t i v e l y  t h i c k ,  a n d  
t h e  r a d i u s  o f  t h e  c u r v a t u r e  o f  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  ro t e n d s  t o  
z e r o ,  i n  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  o f  s y s t e m  ( 4 . 5 5 )  w e  c a n  a s s u m e  
t h a t  r(z) rg(x). 

U s i n g  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 5 5 )  t a k i n g  t h e  o b s e r v a t i o n  /128 
w h i c h  w a s  made i n t o  a c c o u n t ,  o r  a p p l y i n g  t h e  l a w  o f  momentum c h a n g e  
t o  a n  e l e m e n t  o f  t h e  a x i s y m m e t r i c  b o u n d a r y  l a y e r  i n  a p o r o u s  s u r f a c e  
i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n ,  we o b t a i n  t h e  i n t e g r a l  i m p u l s e  r e l a t i o n 
s h i p  C171: 

b A 

( 4 . 5 7 )  

F o r  t h e  d e r i v a t i o n  of  r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 5 7 )  t h e  o r i g i n  o f  t h e  
c o o r d i n a t e s  w a s  p l a c e d  a t  t h e  f o r w a r d  c r i t i c a l  p o i n t ,  t h e  x a x i s  
w a s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  m e r i d i a n  o f  t h e  a x i s y m m e t r i c  b o d y  a n d  t h e  y 
a x i s  a l o n g  t h e  n o r m a l  t o  t h e  m e r i d i a n .  W e  s h o u l d  a l s o  n o t e  t h a t  
r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 5 7 )  a n d  a l l  t h e  f o l l o w i n g  o p e r a t i o n s  a r e  v a l i d  o n l y  
f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  6 / r 0 .  D e v i a t i o n  f r o m  t h e  l a s t  c o n s t r a i n t  s i g n i 
f i c a n t l y  c o m p l i c a t e s  t h e  p r o b l e m  a n d  d o e s  n o t  a l l o w  u s  t o  o b t a i n  
t h e  s o l u t i o n  i n  f i n a l  f o r m .  

I n t r o d u c i n g  i n t o  t h e  d i s c u s s i o n  t h e  v a l u e s  
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w e  c o n v e r t  r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 5 7 )  

( 4 . 5 8 )  

E q u a t i o n  ( 4 . 5 8 )  i s  a m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  
( 4 . 5 7 ) ,  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  r e p l a c i n g  t h e  
a c t u a l  v e l o c i t y  p r o f i l e  i n  d i f f e r e n t  s e c t i o n s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
w i t h  a c e r t a i n  a p p r o x i m a t e  o n e - p a r a m e t e r  p r o f i l e  s e t .  From a n  
a n a l o g o u s  r e l a t i o n s h i p ,  g i v e n  i n  r e f e r e n c e  c 4 2 1 ,  e q u a t i o n  ( 4 . 5 8 )  
d i f f e r s  o n l y  i n  t h e  t e r m  2t<;:;, t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  f l u i d  s u c t i o n  
a c r o s s  a p o r o u s  s u r f a c e .  

S i n c e  i n  t h e  a x i s y m m e t r i c  c a s e  t h e  f u n c t i o n  h a s  t h e  same f o r m  
a s  f o r  a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r ,  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 3 . 5 0 )  / 1 2 9  

( 4 . 5 9 )  

w h e r e  A = 0 . 4 4  t l . l 2 t $ k $ : ;  B = 5 . 4 8 .  

I n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( 4 . 5 8 )  t a k i n g  ( 4 . 5 9 )  i n t o  a c c o u n t ,  we 
o b t a i n  

=For a body  w i t h  a n o n p e r m e a b l e  s u r f a c e  (t$;:; O ) ,  e x p r e s s i o n  ( 4 . 6 0 )  
a g r e e s  w i t h  t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  i n  r e f e r e n c e  [ 4 2 ] .  S i n c e  t h e  
o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e s  w a s  c h o s e n  i n  s u c h  a way t h a t  U = 0 when 
x = 0 ,  f o r m  t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  f i n i t e n e s s  o f  t h e  s h a p e  f a c t o r  

Av a l u e  f(0) i t  f o l l o w s  t h a t  C = 0 a n d  f ( 0 )  = E .  

C a l c u l a t i o n  o f  t h e  c h a r a c t e r i s i t c s  o f  a n  a x i s y m m e t r i c  b o u n d a r y  
l a y e r  o n  a p o r o u s  s u r f a c e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  s h o u l d  b e  made 
u s i n g  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s ,  a n a l o g o u s l y  t o  t h e  
c o m p u t a t i o n  f o r  a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r .  An a x i s y m m e t r i c  b o u n d a r y  
l a y e r  p r e s e n t s  t w o  p r o b l e m s .  I n  t h e  f i r s t  p r o b l e m  v a l u e s  o f  f(x) 
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a r e  c o m p u t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r e s c r i b e d  v a l u e s  o f  T O ,  U a n d  v o  
a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 4 . 6 0 )  b y  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  
A s  a f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  e x p e c t e d  c h a n g e  i n  t h e  p a r a m e t e r ,  
w e  s h o u l d  t a k e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  f o r  a p o r o u s  p l a t e  a c c o r d i n g  
t o  t h e  d a t a  o f  F i g u r e  2 6 .  R e p e a t i n g  t h e  p r o c e s s  of  s u c c e s s i v e  
a p p r o x i m a t i o n s ,  we c a n  c o m p u t e  t h e  unknown v a l u e  w i t h  t h e  n e c e s s a r y  
p r e c i s i o n .  C o m p u t a t i o n s  showed  t h a t  f o r  a n  e l o n g a t e d  a x i s y m m e t r i c  

Lb o d y  ( E  > 6 )  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  l i m i t  o u r s e l v e s  t o  t h e  t h i r d  a p p r o x i 
m a t i o n .  

A f t e r  c o m p u t i n g  w i t h  t h e  r e q u i r e d  a c c u r a c y  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
s h a p e  f a c t o r s  f a n d  t ; k : t ,  w e  c a n  d e t e r m i n e  a l l  t h e  r e m a i n i n g  c h a r a c 
t e r i s t i c s  o f  a n  a x i s y m m e t r i c a l  b o u n d a r y  l a y e r :  

( 4 . 6 1 )  

2v vf** 
-=

1 
=Q Up* 6; 0 0  =gc*'

H Qua 

The v a l u e s  o f  H a n d  5 a r e  c o m p u t e d  by  i n t e r p o l a t i o n  f o r m u l a s  ( 3 . 4 4 )  /130 
a n d  ( 3 . 4 6 ) .  

t" 

a3 

I 

F i g .  3 8 .  C u r v e s ,  O b t a i n e d  a s  a R e s u l t  o f  C a l c u l a t i o n s  f o r  a n  A x i 
s y m m e t r i c a l  L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  o n  a Body o f  R e v o l u t i o n  i n  t h e  
P r e s e n c e  o f  S u c t i o n :  . . - .  F i r s t  A p p r o x i m a t i o n ;  S e c o n d  A p p r o x i 
m a t i o n .  
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As an example, Figure 38 shows the curves obtained as a result 

of computation of the characteristics of a laminar boundary layer 


for an ellipse of revolution B = 8 with a porous surface with con-
V Ostant values of - equal to 1.0.10-4 (1); 0.5-10-4 ( 2 ) ;  0 . 1 . 1 0 - 4  (3)U 

' O Band the Reynolds number --- Reg = 6.25'106. 
V '  

This method can also be used to determine the characteristics 
of an axisymmetrical boundary layer and the function V O ( X )according 

dr0to the prescribed values of the functions &>t$:, U, dU rg and - /131dx 
If the enumerated values are given,then we can determine the function 

f and df from equation (4.58) and then using formulas (4.61) compute


dx 

the unknown functions t*:? and V O .  To compute the characteristics of 
an axisymmetrical boundary layer on a porous body of revolution in 
the presence of suction, we can also use the well known Stepanov-
Mangler [48, 861 transformation. 

We will use the integral impulse relationship (1.50) to calculate 

the characteristics of a three-dimensional boundary layer with 

steady motion. According to V.V. Struminskiy [49], we will assume 

that we can use as a velocity profile set in the cross sections of 

a nonstationary layer the profiles 


b 

where 6** [ $ ( I  -+)& is the thickness of the impulse loss. In this 
0 

expression the shape factor f and the value of 6 are functions of 
the coordinate x and the time t. The assumption we have just made 
corresponds to the quasistationary process for examining phenomena 
in a nonstationary boundary layer. We note that in the case of a 
nonstationary boundary layer the shape factor is 

6**2 1 dU
f = -&a x+dU 

(4.62) 

After the respective transformations taking the nonstationary 

term into account, we can reduce the integral relationship (1.50) 

to the form 
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Here we introduce the following notations: 	 /132_

(4.64) 


F ( f ,  f**.) - (25(f. t**)-2 I2 -H ( f ,  f**)] f ) ;  1 

Due to the assumption of quasistationarity, the values of the 
functions 5 ,  H and F have the same form as for a stationary boundary 
layer. Therefore, these functions vary with time only through the 
shape factor f. In connection with this fact, in subsequent calcu
lations for H and F we can use the interpolation formulas, obtained 
in reference C121: 

H = H o  -(2H0-HI)f** - (4.65) 

F =A(t**)-B(t**)f.  
(4.66) 

Then we can write the function ( a ( f , t t ' : i ' ; )  as 

0(f, t**)= No- (2H0 -Ha) f**  - 3/i0/L). (4.67)\ =  

and transform equation (4.63) to the form 


1 dAz f = (p.x-2-.-
Az dx 

1 au + g){ [ A  ( f * * ) - I 3  (t**)n- 2 f * * ) ,  
(4.68) 
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where , ~ ( ~ , f ) ;1 dAz and N(x,t) are prescribed functions. /133
Az dx 

We will use this method for calculating the characteristics of 
a nonstationary laminar boundary layer in the presence of suction 
to the region of non-separated streamlining 1331. For the flow in 
the region of separation of the boundary layer, this method is not 
sufficiently precise. Here it is necessary to use more precise 
values �or the functions @ ,  F ,  H and 5 which significantly complicated 
the calculations. 

With a stationary boundary layer the integral relationship 

(4.68) is significantly simplified and can be reduced to a Bernoulli 

equation 


where (4.69) 


We will give the integral of equation (4.69) in the form 


(4.70) 


where C is an arbitrary constant. 

We will locate the coordinate system in such a way that when 
x = 0, U = 0. Then from the condition of the finiteness of the 
shape factor f at the critical point (;.e., when x = 0 )  it follows 

Athat the constant C = 0 ,  and f(0) = -.B 

After computing the values of the shape factor f(x,t) according 

to formulas (4.61) we can determine all the remaining characteristics. 

of a three-dimensional laminar boundary layer. 


We should note that a more precise method for calculating the 

characteristics of a nonstationary three-dimensional boundary layer 

can be developed, using the displacement thickness as the character 

istic linear dimension. 
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C H A P T E R  5 

A BOUNDARY LAYER W I T H  SLOT S U C T I O N  

The Wuest  M e t h o d  fo r  C a l c u l a t i n g  t h e  B o u n d a r y  L a y e r  o f  a P l a t e  /134 

The i m p o r t a n t  m e t h o d s  f o r  c a l c u l a t i n g  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  
w i t h  s u c t i o n  o f  a f l u i d  t h r o u g h  l a t e r a l  s l o t s  p l a c e d  o n  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  b o d y  a r e  b a s e d  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  s u c t i o n  d o e s  n o t  c h a n g e  
t h e  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  of t h e  b o u n d a r y  
l a y e r .  

The f i r s t  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  for a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  
a p l a t e  w i t h  s l o t  s u c t i o n  w a s  p r o p o s e d  by Wuest  [128]. The  m e t h o d  
w a s  b a s e d  on t h e  u s e  o f  t h e  o n e - p a r a m e t e r  p r o f i l e  s e t  

Vw h e r e  k i s  t h e  s h a p e  f a c t o r ;  = -6 , a n d  a l s o  on t h e  s i m u l t a n e o u s  

u s e  o f  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p s  f o r  i m p u l s e s  a n d  e n e r g y .  

For t h e  c a s e  o f  a p l a t e  t h e s e  r e l a t i o n s h i p s  h a v e  t h e  f o r m  

d6** __ -0,
dx  U 6 - E  

( 5 . 3 )  

w h e r e  D = 2 ! ( $ ) ' dq  i s  t h e  d i m e n s i o n l e s s  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n ;  E = 
n 

i s  t h e  d i m e n s i o n l e s s  t a n g e n t i a l  s t r e s s  on t h e  s u r f a c e  o f  
r l = o  

- U 6
t h e  b o d y ;  u = 

uu. I n t r o d u c i n g  t h e  n o t a t i o n s  -
V 

= Z a n d  -U = 5 ,  a f t e r  / I 3 5
d z  d k

s o l v i n g  e q u a t i o n s  ( 5 . 2 )  a n d  ( 5 . 3 )  w i t h  r e s p e c t  t o  a n d  	- w e
d <  

o b t a i n  
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-- 

( 5 . 4 )  

( 5 . 5 )  

w h e r e  

E x c l u d i n g  t h e  p a r a m e t e r  5 a n d  i n t e g r a t i n g  e q u a t i o n s  ( 5 . 4 )  a n d  
( 5 . 5 ) ,  w e  a r r i v e  a t  t h e  e x p r e s s i o n  

z - - e x p S  
(Ef;-mi)+$ v; -- fJ  

____-dk.
zll 

k. 


A s  a v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  w e  w i l l  u s e  t h e  p r o f i l e  s e t  

U-a1 -e" -F (k.  v), ( 5 . 7 )
U 

w h e r e  

T h i s  p r o f i l e  s e t  i s  shown g r a p h i c a l l y  i n  F i g u r e  3 9 .  T a b l e  10 
s h o w s  t h e  v a l u e s  o f  f l ,  f 2 ,  f 3 ,  D, E a n d  t h e i r  v a r i o u s  c o m b i n a t i o n s  
a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r  2,. 

The i n t e g r a l  o f  ( 5 . 6 )  i s  c o m p u t e d  s e p a r a t e l y  f o r  t h e  r e g i o n  /136 
b e t w e e n  t h e  s l o t s  a n d  i n  t h e  r e g i o n  of  t h e  s l o t s .  I n  t h e  f i r s t  
c a s e ,  s i n c e  t h e  s u c t i o n  r a t e  i s  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o  (VI-J E 0 1 ,  
t h e  i n t e g r a l  o f  ( 5 . 6 )  t a k e s  t h e  f o r m  
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5%. 

- 

T A B L E  1 0 .  T H E  VALUES OF A U X I L I A R Y  FUNCTIONS F O R  T H E  B O U N D A R Y  L A Y E R  
OF A P L A T E  I N  T H E  PRESENCE OF SLOT SUCTION. 

k I f a  I f. f *  I _. 

D E 

1,000 0,5000 0,83333 1.OOOJl 1 .oooo 
1 ,00285 0.4965 0,82679 0.99093 0,84935 
1 _. 00806 0.4897 0,81289 0.97534 0.78695 
1,01481 0,4816 0,79527 0.95718 0.73907 
1.02280 0.4726 0.77381 0.93776 0.69870 
I .,03187 0,4630 0,75453 0.9 1781 0,66313 
1,04189 0.4529 0.73251 0.89792 0,63098 
1.05279 0.4425 0.70847 0.878 I7 O,, 60142 
1 ,,06450 0.4319 0.68605 0.85904 0.57389 

1.07696 0.4210 0.66179 0.84040 0,54805 

1 .090I4 0,49986 0,63662 0.82245 0,52360 


, I e , 

f* - f .  f*--f* Df,-Ef* 
" I 1, rr--I I r, 

0,33333 0 0.33333 0 

0,33029 0.0240 0.21 024 0 0202 

0,32319 0.0640 0.16208 0.0362 

0,31367 0.0890 0,12679 0.0484 

0,30118 0,1015 0.09747 0,0512 

0,29147 0,1110 0.07499 0.0496 

0.27407 0,1175 0.05553 0.0472 

0.26078 0.1234 0,03749 0,0451 

0,25385 0,1280 0.02270 0,0426 

0,24033 0,1331 0.00888 0.0409 

0.22609 0,1370 0.00376 0.0406 


2F i g u r e  4 0  shows - - - as  a f u n c t i o n  zo 60 
o f  t h e  p a r a m e t e r  k .  The  t h i c k n e s s  
o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a t  t h e  b e g i n 
n i n g  of t h e  s l o t  i s  60. 

N u m e r i c a l l y  i n t e g r a t i n g  d i f f e r 
e n t i a l  e q u a t i o n  ( 5 . 5 )  we f i n d  k as  a 

uxf u n c t i o n  o f  5 = - a n d  t h e n  Z as  a / 1 3 7
V 

F i g .  3 9 .  T h e  S e t  o f  V e l o - f u n c t i o n  of 5 ( F i g .  4 1 ) .  

c i t y  P r o f i l e s  i n  a L a m i n a r  
B o u n d a r y  L a y e r  i n  t h e  P r e s - I n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  s l o t  w e  u s e  

t h e  v e l o c i t y  p r o f i l ee n c e  of S l o t  S u c t i o n  (Ac
c o r d i n g  t o  W u e s t ) .  

The f u n c t i o n  F ( k , q )  h a s  t h e  f o r m  o f  ( 5 . 7 )  w h e r e  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  

t h e  s l o t  k = k l .  The s u c t i o n  r a t e  is c o n s t a n t .  The  v a l u e s  o f  f 2 ;  

dk Y f 3  a n d  df3 a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  k a n ddk 
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k l  a r e  shown i n  F i g u r e s  4 2  a n d  4 3 .  

F o r  t h e  d i s s i p a t i o n  a n d  t a n g e n t i a l  s t r e s s  f u n c t i o n s  D a n d  E w e  
o b t a i n  

3-
D =Dk=o-f- 0,13587k * + 4 k 

3
-
k x 2n-2CQS 1/-.-.- kklT 

k 
+ 3kkl 

n2 

+ I %  
+ (5.10)3 	 ki 2 k l 

k -t- k l X  

/138 


E = 1 -0,4764 (VK-r k ) .  

G 0.4 

F i g .  4 0 .  The  T h i c k n e s s  o f  t h e  F i g .  41. The T h i c k n e s s  of t h e  
B o u n d a r y  L a y e r  a s  a F u n c t i o n  B o u n d a r y  L a y e r  as  a F u n c t i o n  o f  
o f  t h e  P a r a m e t e r  K .  u, 1t h e  P a r a m e t e r  - 

v '  2 6 '  

We w i l l  d i v i d e  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  
r e g i o n  o f  t h e  s l o t  i n t o  two  s t a g e s .  The f i r s t  s t a g e  c o r r e s p o n d s  t o  
t h e  c h a n g e  i n  t h e  v a l u e s  o f  k from 0 t o  k l .  I n  t h e  s e c o n d  s t a g e  w e  
w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  v a r i e s  u n d e r  
t h e  c o n d i t i o n  k = k l  = c o n s t .  Assuming  t h a t  k ,  f 2  a n d  E a r e  c o n 
s t a n t  v a l u e s ,  we o b t a i n  f r o m  t h e  i m p u l s e  e q u a t i o n  t h e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  

-.1 d(U2ZL)  = (;)z( 1 --e).
4 dE; (5.11) 
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The  i n t e g r a l  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 1 1 )  i s  

( 5 . 1 2 )  

However ,  a s  t h e  a u t h o r  h i m s e l f  a g r e e s ,  t h i s  m e t h o d  i s  n o t  p e r 
fe c t e d  . 

T h e  Lachmann Method a n d  His G e n e r a l i z a t i o n  f o r  a /139
Longitudinal Pressure G r a d i e n t  o n  t h e  O u t e r  

Boundary o f  t h e  L a y e r  

U s i n g  g e o m e t r i c  c o n s t r u c t i o n s ,  G .  Lachmann C 8 2 1  p r o p o s e d  a v e r y  
a p p r o x i m a t e  m e t h o d  for c a l c u l a t i n g  t h e  t h i c k n e s s  of t h e  i m p u l s e  l o s s  
for a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  of  s u c t i o n  t h r o u g h  
l a t e r a l  s l o t s .  T h i s  m e t h o d  i s  w i d e l y  u s e d  b y  S o v i e t  i n v e s t i g a t o r s  
[l]. F o r  c a l c u l a t i o n  i n  t h e  r e g i o n  b e t w e e n  t h e  s l o t s  w e  u s e  t h e  
known e x p r e s s i o n  

(5.13) 


w h e r e  A = 0 . 4 4 ;  B = 5.48. 

0.8 

F i g .  4 2 .  C u r v e s  o f  t h e  V a l u e s  F i g .  4 3 .  C u r v e s  of t h e  V a l u e s  of 
of t h e  F u n c t i o n  f 2  ( t h e  B r o k e n  t h e  F u n c t i o n s  f 3  ( t h e  B r o k e n  L i n e )  

df2L i n e )  a n d  i t s  D e r i v a t i v e  - a n d  i t s  D e r i v a t i v e  2 ( t h e  S o l i dd k  
( t h e  S o l i d  L i n e )  i n  t h e  R e g i o n  L i n e )  i n  t h e  R e g i o n  of  t h e  S l o t .  
of t h e  S l o t .  

1 1 7  



6 2: t 
L e t  (-1 b e  t h e  r a t i o  of t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  loss /140

L n 
to t h e  l e n g t h  o f  t h e  b o d y  upon  r e a c h i n g  t h e  n - t h  slot ( F i g .  4 4 ) .

6f: f: t 
B e c a u s e  o f  s u c t i o n  t h i s  r a t i o  d e c r e a s e s  t o  t h e  v a l u e  (-) . I n  

L n  
t h e  p r o c e s s  t h e  d e v e l o p m e n t  of t h e  b o u n d a r y  l a y e r  b e h i n d  t h e  s l o t  
t h e  t h i c k n e s s  of t h e  i m p u l s e  loss i n c r e a s e s  a g a i n  a n d  r e a c h e s  t h e

6::9: 
a tv a l u e  (7)t h e  ( n  t l ) - t h  s l o t .  

( n t 1 ) t h  s l o t  

F i g .  4 4 .  A D i a g r a m  o f  t h e  Change  i n  t h e  T h i c k n e s s  o f  t h e  I m p u l s e  
Loss Along  t h e  C o n t o u r  o f  a Body i n  t h e  P r e s e n c e  o f  S l o t  S u c t i o n  o f  
a B o u n d a r y  L a y e r .  

A c c o r d i n g  t o  Lachmann ,  w e  w i l l  l i m i t  t h e  v a l u e  o f  t h e  c r i t i c a l  
R e y n o l d s  n u m b e r ,  d e f i n e d  by  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  loss, t o  
t h e  v a l u e  Rg":: = 1 2 5 0 .  

c r  

From t h e  f u n c t i o n s  

(5.14) 


(5.15) 


w e  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  

( 5 . 1 6 )  
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/ 1 4 1  

0.44 ReC,=-. (R***)' 
c r  

I t  now r e m a i n s  f o r  u s  t o  f i n d  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e' a n ds u c t i o n  c o e f f i c i e n t  CQ 1 - t h e  r a t i o  o f  
UOL 

i m p u l s e  l o s s  ( 6 ; t : : / L ) n / (  6 ; t s : / L ) A .  A c c o r d i n g  t o  
w e  a s s u m e  t h a t  a f t e r  s u c t i o n ,  h a v i n g  d i s c a r d e d  
p r o f i l e  I a t  a d i s t a n c e  y f r o m  t h e  s u r f a c e ,  w e  

t h e  t h i c k n e s s  o f  

t h e  d i a g r a m  ( F i g .  4 5 )  
t h e  l o w e r  p o r t i o n  o f  
o b t a i n  p r o f i l e  II. 

The a r e a  o f  t h e  d i s c a r d e d  p o r t i o n  o f  t h e  p r o f i l e  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
q u a n t i t y  o f  s u c k e d - o f f  f l u i d .  S i n c e  t h e  w i d t h  o f  t h e  s l o t  s i s  
s m a l l ,  i n  o u r  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  w e  c a n  i g n o r e  t h e  c h a n g e  i n  p 'ro
f i l e  s h a p e .  We s h o u l d  e m p h a s i z e  t h a t  s u c h  a n  a s s u m p t i o n  i s  n o t  
o b v i o u s .  

S i n c e  t h e  d i s c h a r g e  o f  s u c k e d - o f f  f l u i d  t h r o u g h  t h e  s l o t  i s  

t h e  c o e f f i c i e n t  of  d i s c h a r g e  i s  

( 5 . 1 7 )  

For a n y  s l o t  we c a n  w r i t e  r e l a t i o n s h i p  ( 5 . 1 7 )  i n  t h e  form 

( 5 . 1 8 )  
0 

-+) d (6). ( 5 . 1 9 )  

E q u a t i o n s  ( 5 . 1 8 )  a n d  ( 5 . 1 9 )  i n  p a r a m e t r i c  f o r m  d e t e r m i n e  t h e  / 1 4 2

(7)' 
r e l a t i o n s h i p  o f  ~ 

cQll 
to". T h i s  f u n c t i o n  w a s  c o m p u t e d  b y  

s 

Lachmann ( F i g .  4 6 )  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  f o r  a n  a p p r o x i m a t i o n  o f  
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t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  a c r o s s  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  w e  c a n  u s e  a B l a s i u s  
p r o f i l e .  

W .  Co lemann  i n  r e f e r e n c e  E 5 8 1  made a n  a t t e m p t  t o  v a l i d a t e  
t h e o r e t i c a l l y  t h e  Lachmann a p p r o x i m a t e  m e t h o d  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  s l o t  s u c t i o n .  

We w i l l  now e x a m i n e  t h e  f l o w  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  n e a r  t h e  
s l o t  ( F i g .  4 7 ) .  The  s t r e a m l i n e  AB p a s s e s  a t  a c e r t a i n  d i s t a n c e  y s  
f r o m  t h e  s u r f a c e .  P o i n t  B i s  t h e  c r i t i c a l  p o i n t  o n  t h e  t r a i l i n g  

F i g .  4 5 .  A D i a g r a m  o f  t h e  F i g .  4 6 .  The C o e f f i c i e n t  o f  

Change  o f  t h e  P r o f i l e  w i t h  S l o t  D i s c h a r g e  as  a F u n c t i o n  o f  t h e  

S u c t i o n  o f  a L a m i n a r  B o u n d a r y  R a t i o  o f  T h i c k n e s s e s  o f  I m p u l s e  

L a y e r  ( A c c o r d i n g  t o  Lachmann)  : L o s s  i n  F r o n t  o f  a n d  B e h i n d  t h e  

I i s  t h e  D i s c a r d e d  P a r t  o f  t h e  S l o t  ( A c c o r d i n g  t o  L a c h m a n n ) .  

P r o f i l e ;  11 i s  t h e  A c t u a l  P r o  

f i l e  i n  F r o n t  o f  t h e  S l o t ;  III 

i s  t h e  A c t u a l  V e l o c i t y  P r o f i l e  

B e h i n d  t h e  S l o t .  


e d g e  o f  t h e  s l o t .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  f l u i d  f l o w i n g  b e t w e e n  s t r e a m  

l i n e  A B  a n d  t h e  s u r f a c e  i s  c o m p l e t e l y  s u c k e d  t h r o u g h  t h e  s l o t ,  a n d  

t h e  o t h e r  p o r t i o n  r e m a i n s  p a r t  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  We w i l l  /143 

e x a m i n e  c r o s s  s e c t i o n s  1 a n d  2 ,  w h i c h  a r e  p l a c e d  d i r e c t l y  on  t h e  

l e a d i n g  a n d  t r a i l i n g  e d g e s  o f  t h e  slot a n d  w e  w i l l  c a l c u l a t e  t h e  

d i s s i p a t i o n  e n e r g y  o f  t h e  f l o w ,  a n d  a l s o  t h e  c h a n g e  i n  momentum i n  

t h e  r e g i o n  o f  t h e  s l o t .  


We w i l l  p o s i t i o n  t h e  3: c o o r d i n a t e  a x i s  a l o n g  t h e  y a x i s  
n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y .  We w i l l  w r i t e  t h e  e q u a t i o n  o f  
momentum i n  t h e  f o r m  

- - + e U Z S * = q , ,  
( 5 . 2 0 )

dM dU 
dx 

1 2 0  



i s  t h e  momentum a n d  u i s  t h e  l o n g i t u d i n a lw h e r e  I l i = Q  5u ( ~ - ~ u ) d ~
0 

v e l o c i t y  c o m p o n e n t  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

We w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  w i d t h  o f  t h e  s l o t  i s  s m a l l  e n o u g h  t h a t  
i n  t h e  i n t e r v a l  x1 f x 5 22, w h e r e  x2 - x1 = s ( t h e  w i d t h  o f  t h e  

I 2 

i 
U -

F i g .  4 7 .  D iag ram o f  S l o t  S u c t i o n  o f  a B o u n d a r y  L a y e r  ( A c c o r d i n g  
t o  C o l e m a n n ) .  

slot), t h e  t h i c k n e s s  of  t h e  d i s p l a c e m e n t  f l o w  a n d  t h e  v e l o c i t y  on 
t h e  o u t e r  b o u n d a r y  a r e  

( 5 . 2 1 )  

( 5 . 2 2 )  

S i n c e  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  s l o t  t h e  f l o w  d o e s  n o t  come i n  
c o n t a c t  w i t h  t h e  h a r d  s u r f a c e ,  Co lemann  a s s u m e s  t h a t  T O  = 0 .  Then  
we c a n  w r i t e  e q u a t i o n  ( 5 . 2 0 )  i n  t h e  f a r m  

( 5 . 2 3 )  / 1 4 4  

P r a c t i c a l l y  s p e a k i n g  i n  t h e  m a j o r i t y  o f  c a s e s  t h e  v a l u e  

( 5 . 2 4 )  
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Then  w e  c a n  c o n v e r t  e q u a t i o n  ( 5 . 2 3 )  t o  t h e  f o r m  

w h e r e  t h e  i n d i c e s  1 a n d  2 r e f e r  t o  t h e  r e s p e c t i v e  c r o s s  
a n d  w e  c a n  i g n o r e  t h e  c h a n g e  i n  momentum d u e  t o  f r i c t i o n  
i n  t h e  r e g i o n  of a v e r y  n a r r o w  s l o t  ( U 2 =  U,). 

T h u s  i n  c r o s s  s e c t i o n  1 

a n d  i n  cross s e c t i o n  2 

From t h i s ,  t h e  c h a n g e  i n  momentum i s  

US 

Mi -M, =e 1ui(& -u~)dY. 
n 

S i n c e  

a n d  

t h e n  

s e c t i o n s ,  
r e s i s t e n c e  

( 5 . 2 7 )  

( 5 . 2 8 )  

( 5 . 2 9 )  

Then  t h e  q u a n t i t y  of s u c k e d - o f f  f l u i d  o n  a u n i t  o f  l e n g t h  o f  t h e  /145 
s l o t  i s  

1 2 2  



I 
I 

or i n  d i m e n s i o n l e s s  f o r m  

where Uo i s  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  
b o d y .  

E q u a t i o n s  ( 5 . 2 9 )  a n d  ( 5 . 3 0 )  
b y  Lachmann f r o m  c e r t a i n  o t h e r ,  

,,,..,..,...-.,.. 

( 5 . 3 0 )  

l e a d i n g  f l o w ;  L i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  

a r e  p a r a m e t r i c  e q u a t i o n s  , d e r i v e d  
p u r e l y  g e o m e t r i c  c o n s i d e r a t i o n s .  

62"
T o  c o m p u t e  CQ a s  a f u n c t i o n  of  - Lachmann i n  r e f e r e n c e  E 8 2 1?Y: , 

u s e d  a B l a s i u s  p r o f i l e .  T o  a l l o w  f o r  t h e  l o n g i t u d i n a l  v e l o c i t y  
g r a d i e n t  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  when c o m p u t i n g  

CQ a s  a f u n c t i o n  o f  '2" by  f o r m u l a s  ( 5 . 2 9 )  a n d  ( 5 . 3 0 ) ,  Co lemann  
I 


p r o p o s e d  u s i n g  a H a r t r e e  p r o f i l e .  However ,  t h e s e  c o m p u t a t i o n s  c a n  
b e  made m o r e  s i m p l e  u s i n g  a n a l y t i c  v e l o c i t y  p r o f ; - l e s .  A c o m p a r i s o n  
o f  p r e c i s e  a n d  a p p r o x i m a t e  r e s u l t s  showed  t h a t  t h e  m o s t  r e a s o n a b l e  
f u n c t i o n  w a s  t h e  p r o f i l e  s e t  p r o p o s e d  by  A.M. B a s i n  [ 2 1 :  

n 2  ~ * * 2  1 1 -sinT
x 

H** I&-)]-tf =:{ l + - f -
2 1 

I 
sin 

x 
H * *  (&-)}, ( 5 . 3  1) 

6 5 5;
w h e r e  H:':" = - i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  c o n v e n t i o n a l  t h i c k n e s s e s  o f  t h e6 
b o u n d a r y  l a y e r .  

S u b s t i t u t i n g  f o r m u l a  ( 5 . 3 1 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 5 . 2 9 1 ,  a f t e r  s i m p l e  
t r a n s f o r m a t i o n s  we o b t a i n  

-.. Ida

( 5 . 3 2 )  

w h e r e  HS::: v a r i e s  o n l y  w i t h  t h e  s h a p e  f a c t o r  f .  /l46 

A f t e r  c o m p u t i n g  t h e  i n t e g r a l s  a n d  r e d u c i n g  t h e  t e r m s  e q u a t i o n  
( 5 . 3 2 )  t a k e s  t h e  f o r m  
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( 5 . 3 3 )  

-a, cos3 [+H**(&)I, 
w h e r e  

A s  a r e s u l t  of  a n a l o g o u s  c o m p u t a t i o n s  f o r m u l a  ( 5 . 3 0 )  c a n  b e  
r e d u c e d  t o  t h e  f o r m  

( 5 . 3 4 )  

w h e r e  / 1 4 7  

*a, = f-.- 1 .  
ar? Ha'' ' 
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F i g .  4 8 .  The D i m e n s i o n l e s s  
F u n c t i o n  o f  t h e  R a t i o  o f  t h e  

i
I
2 


I 
i

-1i 
I 

0.6 


D i s c h a r g e  o f  S u c k e d - O f f  F l u i d  as  a 
T h i c k n e s s e s  o f  I m p u l s e  Loss i n  F r o n t  

o f  and B e h i n d  t h e  S l o t  f o r  t h e  V e l o c i t y  P r o f i l e s  o f  A . M .  B a s i n :  1. 
f = 0 . 0 4 5 3 ;  2 .  f = 0 . 0 1 7 3 5 ;  3 .  f = 0 ;  4 .  f = - 0 . 0 3 7 7 6 ;  6 .  f = - 0 .  
07713. 

P 

-7. .'. ....'. 
a s  a f u n c t i o n  o f  6 i " / f i i ; .  The  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  
a r e  shown i n  T a b l e  11. A s  a r e s u l t  o f  t h e  f i n a l  c a l c u l a t i o n s ,  we 

.'.J .  .'...-
f o rc o n s t r u c e d  c u r v e s  ( F i g .  4 8 )  o f  L~ a s  a f u n c t i o n  o f  s i ' . / s ~ ~  

- _  I/
L *uo 

d i f f e r e n t  v a l u e s  of  t h e  s h a p e  f a c t o r  f .  The  d a t a  f o r  f = 0 a g r e e  
s a t i s f a c t o r i l y  w i t h  L a c h m a n n ' s  r e s u l t s .  

P e r i o d i c  S u c t i o n  o f  a Boundary Laye r  

I n  r e f e r e n c e  [ 1 3 0 ]  p e r i o d i c  s u c t i o n  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  o n  a 
p l a t e  w a s  i n v e s t i g a t e d  t h e o r e t i c a l l y .  We w i l l  now e x a m i n e  t h e  c a s e ,  
i n t e r e s t i n g  for e n g i n e e r i n g  , o f  f l u i d  s u c t i o n  t h r o u g h  l a t e r a l  s l o t s  
p l a c e d  a t  i d e n t i c a l  d i s t a n c e s  from o n e  a n o t h e r .  

1 2 5  



T A B L E  11. THE N U M E R I C A L  
A FUNCTION OF f. 

‘ I P 
0.0453 0.0958 
0.03164 0.1266 

0.0 1735 0,1326 


0 0,1366
-01 893 0.1385 
-03776 I 0:1383 
3.5529 0: 1359 
-0,6826 0.1315 
-0,074 13 I 0.1250 

4 rq 


39,8760

12,6724
8.0635 
4,561 0 
2.2065 -0,4903

0.5503 -0,7368


-0,3930 -0,7452

-0.5809 -0.5167 


VALUES OF T H E  COEFFICIENTS H;’;”A N D  ai AS 

-. . a..~ .-I
I I 

2,8755 9.9704 0,2077
?A:% I 1.2396 I 3,1160 0,0251
7.2959 0.8348 2.0159 0,0060
4;%1 0;5000 1; 162- 0
2,6968 0,2350 0,5516 0,0057
1,2893 0,04000 0,1376 0.0230
0.3523 -0,0880 -0.0983 0 0539

4.0648 4.1400 -0.1453 	 0,0968

0,1589 


144_ _ ~~ 

13.29 12 0,500 1 1,6616 13.2919 

7,0408 0,06367 0,5024 7-0408 
5,7609 0.1Ooo 0,2400
4,551 0 0 
38773 0,1000 -0,2298

2,7618 -0 2000 -0,4603

1.8426 -073033 -0.7105 


-0 3999 -0,9681 0.9687
-0.0170 --:),0047 -0,5001 -1.2733 -0.0003 


Due t o  t h e  p e r i o d i c i t y  of s l o t  p l a c e m e n t ,  for a n  i d e a l  f l u i d  / 1 4 9  
t h e r e  i s  a c l o s e d  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n :  

m 

( 5 . 3 5 )  

w h e r e  

T o  a l l o w  for t h e  i n f l u e n c e  o f  f r i c t i o n  o n  t h e  w a l l  w e  w i l l  u s e  
t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  A f t e r  i n t r o d u c i n g  t h e  f l o w  f u n c t i o n ,  
w e  c a n  w r i t e  t h e s e  e q u a t i o n s  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

( 5 . 3 6 )  

We c a n  now e x p a n d  t h e  f l o w  f u n c t i o n  i n t o  a F o u r i e r  s e r i e s :  
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( 5 . 3 7 )  

S u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n  ( 5 . 3 7 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 5 . 3 6 )  , a f t e r  t r a n s - _/ 1 5 0  
f o r m a t i o n s  w e  o b t a i n  f o r  e a c h  c o e f f i c i e n t  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  c o n t a i n i n g  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  f o r m  o f  p r o d u c t s .  H o w e v e r ,  
no  o n e  h a s  y e t  s u c c e e d e d  i n  o b t a i n i n g  a d i r e c t  s o l u t i o n  t o  t h i s  
s y s t e m  o f  n o n l i n e a r  e q u a t i o n s .  

An a p p r o x i m a t e  m e t h o d  w a s  p r o p o s e d  t o  s o l v e  t h i s  p r o b l e m .  We 
w i l l  t a k e  t h e  s u c t i o n  r a t e  t o  b e  c o n s t a n t  o v e r  t h e  e n t i r e  p l a t e .  
Then., a s  we know, a n  a s y m p t o t i c  v e l o c i t y  p r o f i l e  i s  e s t a b l i s h e d  a t  
a c e r t a i n  d i s t a n c e  f r o m  t h e  l e a d i n g  e d g e .  We w i l l  now e x a m i n e  a 
v e l o c i t y  f i e l d  as a r e s u l t  of t h e  a p p l i c a t i o n  o n  a u n i f o r m  f l o w  w i t h  
a n  a s y m p t o t i c  p r o f i l e ,  o f  a p e r i o d i c a l l y  c h a n g i n g  s u p p l e m e n t a r y  
v e l o c i t y  f i e l d  

u = uo + u,; v - ua. + v,; w = wo +W,' 
( 5 . 3 8 )  

w h e r e  

ul, V I ,  W 1  a r e  p e r i o d i c  f u n c t i o n s .  

A s  a n  i n i t i a l  e q u a t i o n  we w i l l  t a k e  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n  
i n  t h e  f o r m  

U-	
am i.U-

am =vAw,
ax ay ( 5 . 3 9 )  

w h e r e  

T a k i n g  e x p r e s s i o n  ( 5 . 3 8 )  i n t o  a c c o u n t ,  we c a n  t r a n s f o r m  e q u a 
t i o n  ( 5 . 3 9 )  t o  t h e  f o r m  

( 5 . 4 0 )  

If we e l i m i n a t e  t h e  u n d e r l i n e d  t e r m s  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 4 0 1 ,  i t  
b e c o m e s  l i n e a r .  H o w e v e r ,  t h i s  e l i m i n a t i o n  i s  v a l i d  o n l y  w i t h  v e r y  
low s u c t i o n  r a t e s .  The a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  c a n  b e  u s e d  

1 2 7  



as  t h e  z e r o - t h a p p r o x i m a t i o n  w i t h  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  c o m p l e t e  e q u a 
t i o n  by  t h e  i t e r a t i o n  m e t h o d .  The d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 5 . 4 0 )  
c o r r e s p o n d s  t o  t h e  " d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n "  e x a m i n e d  b y  P r e t s c h  [ 9 6 ]  
f o r  a n  a s y m p t o t i c  p r o f i l e  w i t h  t h e  d i f f e r e n c e  t h a t  i n  e q u a t i o n  
( 5 . 4 0 )  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  c o m p o n e n t  v h a v e  a somewha t  
d i f f e r e n t  f o r m .  

I n  r e f e r e n c e  C1301 a c a l c u l a t i o n  w a s  made f o r  a b o u n d a r y  l a y e r  / 1 5 1  
w h i c h  i s  v e r y  t h i n  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  s l o t s .  The 
o b t a i n e d  r e s u l t s  were  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  r e s u l t s  f o r  a n  i d e a l  f l u i d .  

F i g .  4 9 .  S t r e a m l i n e s  W i t h  S l o t  S u c t i o n .  

The m o s t  s i g n i f i c a n t  r o l e  i n  t h e  o b t a i n e d  s o l u t i o n  i s  p l a y e d  
b y  t h e  c o e f f i c i e n t s  a1 a n d  b l .  The d i a g r a m  of t h e  s t r e a m l i n e s  
( F i g .  4 9 )  a l l o w s  u s  t o  d e t e c t  t h e  p r e s e n c e  of two  e d d i e s .  Con
s e q u e n t l y ,  midway b e t w e e n  t h e  s l o t s  t h e  f l u i d  f l o w s  f r o m  t h e  b o u n d 
a r y  l a y e r  t o  t h e  e x t e r n a l  f l o w .  

The p r e s e n c e  o f  e d d i e s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  o n  t h e  b a s i s  o f  e q u a 
t i o n s .  We w i l l  l i m i t  o u r s e l v e s  t o  t h e  t e r m  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 4 0 )  

ao,--.- dzuo1 
dx -uo dy2''' ( 5 . 4 1 )  

The o b t a i n e d  d i a g r a m  of t h e  d i s t r i b u t i o n  of e d d y  i n t e n s i t y  
w i t h  a n e g a t i v e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  f o r  t h e  b a s i c  p r o f i l e  i s  shown 
s c h e m a t i c a l l y  on F i g u r e  5 0 .  I t  i s  c l e a r  f r o m  t h e  f i g u r e  t h a t  t h e  
s i t u a t i o n  i s  i m p o r t a n t  when t h e  p e r i o d i c  f l o w  h a s  a v e l o c i t y  p r o 
f i l e  d e r i v a t i v e  w h i c h  i s  n o n - z e r o  a l o n g  t h e  n o r m a l  t o  t h e  w a l l .  If 
t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  d i s t a n c e  
b e t w e e n  t h e  s l o t s ,  t h e n  t h e  d i s r u p t i o n s  o f  u n i f o r m  f l o w  a r e  a l r e a d y  
damped i n  t h e  r e g i o n  i n  f r o n t  o f  t h e  w a l l ,  i n  w h i c h  t h e  v e l o c i t y  
p r o f i l e  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  a s t r a i g h t  l i n e .  I n  t h i s  c a s e ,  e d d y  
f o r m a t i o n  i s  t o t a l l y  e x c l u d e d .  

L a t e r a l - p e r i o d i c  s u c t i o n  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  i s  o f  t h e o r e t i c a l  
i n t e r e s t .  The p o t e n t i a l  o f  t h e  n o n - v i s c o u s  f l o w  i n  t h e  p l a n e  Oxz / 1 5 2  
( F i g .  5 1 )  i n  t h i s  c a se  c a n  b e  e x p r e s s e d  as  

1 2 8  
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I 



( 5 . 4 2 )  

wh e r e  

The  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a r e  

sin -au Iv = v, 
TI- x z :cos --cas -I I 

sin -w ( 5 . 4 3 )
Iw =v, 

--cos-5vcos Jv 
1 1 

I t  i s  c l e a r  f r o m  F i g u r e  5 1  t h a t  
r-	 midway b e t w e e n  t h e  s l o t s  i s  t h e  c r i t i c a l  

p o i n t ,  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  
F i g .  5 0 .  A S c h e m a t i c  w h i c h  f r o m  e q u a t i o n  ( 5 . 4 3 )  
Diag ram o f  t h e  F l o w .  

R v =  v, 27- ( 2 - 2  \. 
c r  

( 5 . 4 4 )  

T h e s e  e x p r e s s i o n s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  f l o w  n e a r  t h e  c r i t i c a l  p o i n t .  
The  a c t i o n  o f  v i s c o s i t y  on  t h e  c r i t i c a l  p o i n t  c a n  b e  d e t e r m i n e d  by  
a r i g o r o u s  s o l u t i o n  t o  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s .  

For t h e  v i s c o s i t y  n o t  t o  e x e r t  a n  i n f l u e n c e  o n  t h e  f l o w  n e a r  
t h e  c r i t i c a l  p o i n t ,  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  m u s t  b e  s a t i s f i e d  

2vJ-a 100. ( 5 . 4 5 )  
V 

The  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  f o r  l a t e r a l - p e r i o d i c  u n i f o r m  s u c 
t i o n  o n  a f l a t  p l a t e  a r e  s i g n i f i c a n t l y  s i m p l i f i e d ,  w h i l e  w e  o b t a i n  
f o r  t h e  c o m p o n e n t  u a l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  i n  w h i c h  v a n d  / 1 5 3  

W a r e  known funct ions i n  u .  A f t e r  v a n d  # a r e  f o u n d  n e a r  t h e  c r i t i c a l  

p o i n t  f r o m  e x p r e s s i o n s  ( 5 . 4 4 ) ,  t h e  p r o f i l e  o f  ucr i s  d e t e r m i n e d  

f r o m  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  T h i s  t h e  l o n g i t u  

d i n a l  v e l o c i t y  p r o f i l e s  n e a r  t h e  c r i t i c a l  l i n e  become known,  t h e  

p r o f i l e  ucr  c o r r e s p o n d s  t o  a g r e a t e r  t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  

t h a n  t h e  a s y m p t o t i c  p r o f i l e  o n  t h e  d i s c h a r g e  l i n e s  ( F i g .  5 2 ) .  


129 


I 



J v const 
0 n/2 X 3/2n 2n 

F i g .  5 1 .  C u r v e s  o f  t h e  P o t e n t i a l  F l o w  w i t h  S l o t  S u c t i o n .  

,@=6cm2/sec
Y
i 

0.4 

0 0.4 48 Z/L 

F i g .  5 2 .  S t r e a m l i n e s  $ i n  a B o u n d a r y  L a y e r  i n  t h e  P r e s e n c e  o f  
2 2 u o

P e r i o d i c  S u c t i o n  ( R e  = -
V 

= 1 0 0 ) .  T h e  R e g i o n  o f  t h e  B o u n d a r y  

L a y e r  i s  S h a d e d .  

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  s t a b i l i t y  o f  s u c h  a l a t - /154 
e r a l - p e r i o d i c  f l o w  i n  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r ,  when i n  t h e  c r o s s  
s e c t i o n  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  f l o w ,  a s t a b l e  a s y m p t o t i c  
v e l o c i t y  p r o f i l e  i s  c o m b i n e d  w i t h  l a r g e  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  
o f  f r i c t i o n  a n d  t h e  p r o f i l e  of  U c p  i s  c o m b i n e d  w i t h  i n s i g n i f i c a n t  
s t a b i l i t y  a n d  s m a l l  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  f r i c t i o n .  

A S i m p l e  Approx ima te  Method f o r  C a l c u l a t i n g  S l o t  
S u c t i o n  o f  a Boundary L a y e r  

I n  t h e  r e f e r e n c e s  of Lachmann a n d  C o l e m a n n ,  momentum l o s s e s  
d u r i n g  t h e  f l o w  o f  t h e  f l u i d  i n  t h e  r e g i o n  of t h e  s l o t  a r e  n o t  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  a l l o w  for t h e m  b y  u s i n g  a n  e q u a t i o n  
o f  t h r e e  moments  1131. 

13 0 i 



W e  w i l l  examine now u n i f o r m  s u c t i o n  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  o n  a 
p l a t e .  I n  t h i s  ca se  t h e  e q u a t i o n  of t h e  z e r o - t h  moment i s  

( 5 . 4 6 )  

T a k i n g  e x p r e s s i o n  ( 3 . 5 7 )  i n t o  a c c o u n t  w e  can  c o n v e r t  e q u a t i o n  ( 5 . 4 6 )  
t o  t h e  f o r m  

- _  ~~ 

6"d6" =dx 
L/ -005OV + (1 -4r6** ( 5 . 4 7 )  

a n d  s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :  

I n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( 5 . 4 7 )  a f t e r  s i m p l e  a l g e b r a i c  t r a n s f o r m 
a t i o n s  we o b t a i n  

L a t e r  we w i l l  c o m p u t e  t h e  b a s i c  f u n c t i o n  c o n n e c t i n g  t h e  c h a r - / 1 5 5  
a c t e r i s t i c s  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  t h e  d i s c h a r g e  Q = v o s  
w i t h  s u c t i o n  of a f l u i d  t h r o u g h  a s l o t  of w i d t h  S = 2 2  - xi, l o c a t e d  
a t  a d i s t a n c e  x1 f r o m  t h e  l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  p l a t e .  A f t e r  s i m p l e  
t r a n s f o r m a t i o n s  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 4 8 )  w e  o b t a i n  t h e  unknown f u n c t i o n  

(1 - d )  .. 6;'1 +-I . .t ' 6, ( 5 . 4 9 )  

w h e r e  

I t  f o l l o w s  f r o m  a n  a n a l y s i s  o f  f o r m u l a  ( 5 . 4 9 )  t h a t  t h e  d i m e n 
s i o n l e s s  v a l u e  o f  t h e  r e q u i r e d  d i s c h a r g e  v a r i e s  n o t  o n l y  w i t h  t h e  
r a t i o  o f  t h e  t h i c k n e s s e s  o f  i m p u l s e  loss i n  f r o n t  o f  t h e  s l o t  a n d  
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6 f: :\ 
b e h i n d  i t  & , as  w e  a s s u m e d  e a r l i e r ,  b u t  a l s o  w i t h  t h e  s u c t i o n  

1 
p a r a m e t e r  t;:: w h i c h  i s  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r ,  d e f i n e d  b y  t h e  t h i c k 

n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  l o s s  i n  f r o n t  o f  t h e  s l o t  a n d  t h e  l o c a l  s u c t i o n  
r a t e .  The d i m e n s i o n l e s s  d i s c h a r g e  as  
a f u n c t i o n  o f  t h e  t w o  p a r a m e t e r s  i s  
shown i n  F i g u r e  5 3 .  

A p p r o x i m a t e  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c s  of a l a m i n a r  b o u n d a r y  
l a y e r  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  f l u i d  s u c t i o n  
a c r o s s  a l a t e r a l  s l o t ,  l o c a t e d  on  t h e  /156 
s u r f a c e  o f  t h e  p l a t e ,  s h o u l d  b e  made 
u s i n g  t h e  f u n c t i o n s  shown i n  F i g u r e  
5 3  t a k i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  s u c t i o n  
p a r a m e r  i n t o  a c c o u n t .  The  r ecommended  
f u n c t i o n s  c a n  b e  a p p l i e d  a p p r o x i m a t e l y  
i n  c a l c u l a t i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  s l o t  
s u c t i o n  o f  a f l u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r  o f  w i n g  p r o f i l e s  a n d  b o d i e s  o f  
r e v o l u t i o n  a n d  r a t i o s  o f  t h e i r  l e n g t h  
t o  maximum w i d t h  g r e a t e r  t h a n  s e v e n  
C291. 


R e f e r e n c e  [ 8 7 1  i s  d e v o t e d  t o  
a n  e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n  o f  s l o t  
s u c t i o n  of a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r .  
P r a c t i c a l  r e c o m m e n d a t i o n s  a c c o r d i n g  
t o  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  s u c t i o n  o f  a 
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  a n d  h y d r o d y 
n a m i c  r e s i s t e n c e  a r e  a l s o  made i n  
r e f e r e n c e  C 5 2 1 .

F i g .  5 3 .  The  C o e f f i c i e n t  
o f  D i s c h a r g e  a s  a F u n c t i o n  
of  t h e  R a t i o  o f  t h e  T h i c k 
n e s s e s  o f  I m p u l s e  Loss i n  
F r o n t  of  and B e h i n d  t h e  S l o t :  

A c c o r d i n g  t o  t h e  Data 
o f  t h e  A u t h o r ;  - . . - . . *A c 
c o r d i n g  t o  t h e  Data o f  
Lachmann .  
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C H A P T E R  6 


OPTIMAL SUCTION OF A LAMINAR B O U N D A R Y  L A Y E R  /157 

A n  Approximate  D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  Lowest Va lues  o f  
t h e  C r i t i c a l  Reynolds  Numbers 

I n  t h e  p r e c e d i n g  c h a p t e r s  we h a v e  e x a m i n e d  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  
d e v e l o p m e n t  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  p r e s c r i b e d  d i s t r i b u t i o n  
o f  t h e  s u c t i o n  r a t e  a l o n g  t h e  p e r m e a b l e  s u r f a c e  o f  a b o d y .  A v e r y  
i m p o r t a n t  p r o b l e m  i n  p r a c t i c e  a l s o  i s  t h e  d e c r e a s e  i n  f r i c t i o n  r e 
s i s t a n c e  d u e  t o  r e t e n t i o n  o f  t h e  l a m i n a r  c o n d i t i o n  o f  f l o w  i n  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  b y  means  o f  s u c t i o n .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  f r i c t i o n  
r e s i s t a n c e ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  power  n e c e s s a r y  f o r  s u c t i o n  o f  
t h e  f l u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  w i l l  b e  a t  a minimum, i f  we 
c h o o s e  t h e  l o c a l  s u c t i o n  r a t e  s u c h  t h a t  i t  w i l l  b e  a t  a minimum 
a n d  t h e  f l o w  i n  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w i l l  c o n t i n u e  t o  b e  
s t a b l e .  H e n c e f o r t h  we w i l l  c o n s i d e r  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  f l u i d  
f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a c r o s s  a p o r o u s  s u r f a c e  t o  b e  t h a t  d i s t r i 
b u t i o n  o f  t h e  n o r m a l  v e l o c i t y  c o m p o n e n t  a l o n g  t h e  s u r f a c e ,  w i t h  
w h i c h  i n  e a c h  c r o s s  s e c t i o n  of  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h e  l o c a l  R e y n o l d s  
number (R$:$c )  i s  e q u a l  t o  i t s  l o w e s t  c r i t i c a l  v a l u e .  

To d e t e r m i n e  t h e  l o w e s t  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  w e  m u s t  i n 
v e s t i g a t e  t h e  h y d r o d y n a m i c  s t a b i l i t y  o f  t h e  f l u i d  f l o w  i n  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r .  T h e s e  i n v e s t i g a t i o n s  a r e  u s u a l l y  made by  t h e  s m a l l  
p e r t u r b a t i o n  m e t h o d  [ 4 0 ,  563. H o w e v e r ,  t h i s  m e t h o d  f o r  d e t e r m i n i n g  
t h e  l o w e s t  v a l u e  o f  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  i s  v e r y  u n w i e l d y .  
T h e r e f o r e ,  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  for d e t e r m i n i n g  t h e  l o w e s t  v a l u e  o f  
t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r  h a v e  b e e n  w i d e l y  u s e d .  

We a s s u m e  t h a t  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e s  i n  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  
c a n  b e  d e s c r i b e d  w i t h  t h e  r e q u i r e d  p r e c i s i o n  by  a o n e - p a r a m e t e r  s e t  
o f  c u r v e s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  v e l o c i t y  p r o f i l e  i n  a n y  c r o s s  s e c t i o n  
o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  c a n  b e  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d  b y  t h e  t h i c k n e s s  
o f  t h e  l a y e r  a n d  t h e  s h a p e  f a c t o r .  A s  a s h a p e  f a c t o r  w e  t a k e  t h e  /158 
r a t i o  o f  t h e  c o n v e n t i o n a l  t h i c k n e s s e s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  

6'H = - 6"' 

w h e r e  6:; i s  t h e  d i s p l a c e m e n t  t h i c k n e s s  a n d  6s:B i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  
t h e  i m p u l s e  l o s s .  
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I n  t h i s  case t h e  d i m e n s i o n l e s s  t h i c k n e s s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
i s  c h a r a c t e r i z e d  f u l l y  b y  t h e  l o c a l  R e y n o l d s  n u m b e r  

(6.2) 


An a n a l y s i s  o f  t h e  r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  loss o f  h y d r o 
d y n a m i c  s t a b i l i t y  o f  t h e  f l o w  	i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  s h o w e d  t h a t  t h e  

i n f l u e n c e  of  v a r i o u s  f a c t o r s  ( d i s t r i 
b u t i o n  o f  t h e  s u c t i o n  r a t e  a n d  v e l o 
c i t i e s  i n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  
l a y e r )  o n  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number 
a r e  r e l a t e d  t o  t h e  s h a p e  f a c t o r  H. 
A p p r o x i m a t e  f u n c t i o n s ,  o b t a i n e d  as  
a r e s u l t  o f  c a l c u l a t i o n s  f o r  v a r i o u s  
c l a s s e s  o f  p r o f i l e s ,  a r e  shown  i n  
F i g u r e  54. T h e  b l a c k  d o t s  r e f e r  t o  
H a r t r e e  p r o f i l e s  a n d  a r e  t h e  r e s u l t s  
of  t h e  c a l c u l a t i o n s  f o r  v a r i o u s  c l a s s e s  
o f  p r o f i l e s ,  a r e  shown  i n  F i g u r e  54. 
The  b l a c k  d o t s  r e f e r  t o  H a r t r e e  p r o 
f i l e s  a n d  a r e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  c a l 
c u l a t i o n s  o f  P r e t s c h  C911, C921, 1931. 
F o r  e x a m p l e ,  f o r  a v e l o c i t y  p r o f i l eI I - . !  Y n e a r  t h e  c r i t i c a l  p o i n t  o f  a p l a n e

7 25 H b o u n d a r y  l a y e r  H = 2.22. The c o r r e s -
F i g .  54. The L o w e s t  p o n d i n g  v a l u e  f o r  a n  a x i s y m m e t r i c  
V a l u e  of  t h e  C r i t & a l y  l a y e r  i s  H = 2.33, a n d  for a p l a t e  t h e  
R e y n o l d s  Number R i "  as  a v a l u e  i s  H = 2.59. F o r  a b o u n d a r y  

l a y e r  on t h e  n o n p e r m e a b l e  s u r f  ace  ,
F u n c t i o n  o f  t h e  P a r a m e t e r  t h e s e  p o i n t s  c o r r e s p o n d  w i t h  p r a c t i c -H f o r  a P l a t e  i n  t h e  P r e - a l l y  a d m i s s i b l e  a c c u r a c y  t o  t h e  a p 
s e n c e  of s u c t i o n :  1. R;': = p r o x i m a t e  f u n c t i o n  
e x p  (31.3-10H); 2. R;" = 

e x p  (26.2-8H); 3. RH+: = e x p  R" 0 exp(A -BH), (6.3) 
(29.1-9H). 


w h e r e  A = 26.3 a n d  B = 8 ( c o n s t a n t  
v a l u e s ) .  

The v a l u e  o f  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  f o r  a n  a s y m p t o t i c  /159 
b o u n d a r y  l a y e r  (H = 2) a l s o  s a t i s f i e s  t h e  l a s t  f u n c t i o n .  

T h e  v e l o c i t y  s e t s  , a p p r o x i m a t e d  b y  s i x t h  d e g r e e  p o l y n o m i a l s  
( t h e  w h i t e  d o t s  i n  F i g u r e  54) c o r r e s p o n d  t o  h i g h e r  v a l u e s  o f  t h e  
c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r s ,  d e t e r m i n e d  b y  t h e  same f u n c t i o n  w i t h  
A = 29.1 a n d  B = 9. 

I n  r e f e r e n c e  [123] t h e  h y d r o d y n a m i c  s t a b i l i t y  o f  t h e  S c h l i c h 
t i n g  p r o f i l e s  w a s  c o m p u t e d  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s u c t i o n  o f  a b o u n d a r y  
l a y e r .  The  r e s u l t s  o b t a i n e d  a r e  shown i n  F i g u r e  5 5  a s  s o l i d  l i n e s .  
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I n  t h e  i n t e r v a l  o f  v a l u e s  from 2 . 2  T H 2 . 6 ,  w h i c h  h a s  b a s i c  p r a c 
t i c a l  v a l u e ,  f u n c t i o n  ( 6 . 3 )  w i t h  A = 2 9 . 1  a n d  B = 9 ,  r e f l e c t s  w i t h  
s u f f i c i e n t  a p p r o x i m a t i o n  t h e  d a t a  of  t h e  l o w e s t  v a l u e s  o f  t h e  c r i 
t i c a i  R e y n o l d s  n u m b e r s  f o r  t h e  S c h l i c h t i n g  p r o f i l s s .  

C o n s e q u e n t l y ,  w i t h  t h e  f i r s t  p a i r  o f  c o n s t a n t s  A = 2 6 . 3  a n d  
B = 8 ,  f o r m u l a  ( 6 . 3 )  s a t i s f a c t o r i l y  a p p r o x i m a t e s  t h e  r e s u l t s  o f  
c a l c u l a t i o n s  f o r  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  o f  w e d g e s ,  
a n d  a l s o  o f  a n  a s y m p t o t i c  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p o r o u s  p l a t e  ( f o r  H = 
2 - 2 . 8 ) .  The  d a t a  o f  c a l c u l a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 6 . 3 )  w i t h  
t h e  s e c o n d  p a i r  ( A  = 2 9 . 1  a n d  B = 9 )  o f  c o n s t a n t s  show a b e t t e r  
c o r r e s p o n d e n c e  t o  t h e  l o w e s t  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r s  f o r  t h e  
S c h l i c h t i n g  p r o f i l e s  w i t h  s u c t i o n  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  a n d  f o r  t h e  
s i x - t e r m  P o h l h a u s e n  p o l y n o m i a l  w i t h o u t  s u c t i o n  o f  t h e  l a y e r  ( f o r  
H = 2 . 2  - 2 . 7 ) .  

The r e s u l t s  o f  s u b s e q u e n t  c a l c u l a t i o n s  d e p e n d  t o  a s i g n i f i c a n t  
d e g r e e  on t h e  a s s i g n e d  v a l u e s  o f  t h e  c o n s t a n t s  A a n d  B .  I n  c o n 
n e c t i o n  w i t h  t h i s  f a c t ,  new a n a l y s e s  w e r e  made o f  t h e  d a t a  o f  c a l 
c u l a t i o n  f o r  t h e  h y d r o d y n a m i c  s t a b i l i t y  o f  a f l u i d  f l o w  i n  a l a m i n a r  
b o u n d a r y  l a y e r  on a p o r o u s  p l a t e  w i t h  u n i f o r m  s u c t i o n  v 0  sz l/& 
[ 1 0 2 1 .  T h i s  a n a l y s i s  a l l o w e d  u s  t o  e s t a b l i s h  t h a t  i n  t h e  i n t e r v a l  
H = 2 . 1 5  - 2 . 8 0  t h e  a b o v e - m e n t i o n e d  d a t a  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  w i t h  a 
h i g h  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  ( u p  t o  2 % )  b y  f o r m u l a  ( 6 . 3 )  f o r  A = 3 1 . 3  
and  B = 1 0 .  C a l c u l a t i o n s  s h o w e d  t h a t  w i t h  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  a 
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p o r o u s  p l a t e ,  t h i s  i n t e r v a l  o f  v a l u e s  
of H r o u g h l y  c o r r e s p o n d s  t o  a r a n g e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r s  f r o m  l o 5  
to io9. 

F i g u r e  5 4  a l s o  s h o w s  t h e  d a t a  ( c u r v e s  2 a n d  3), c o m p u t e d  by  
f o r m u l a  ( 6 . 3 )  f o r  t h e  two  p a i r s  o f  c o n s t a n t s  ( A  = 2 6 . 2 ;  B = 8 a n d  
A = 2 9 . 1 ;  B = 9 ) .  I t  f o l l o w s  f r o m  t h e  d a t a  shown i n  t h e s e  g r a p h s ,  
t h a t  w i t h  A = 3 1 . 3  a n d  B = io, f o r m u l a  ( 6 . 3 )  s h o w s  a b e t t e r  c o r 
r e l a t i o n  t h a n  t h e  a b o v e - m e n t i o n e d  d a t a  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  c a i c u 
l a t i o n s  f o r  t h e  l o w e s t  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number f o r  a p o r o u s  p l a t e  
w i t h  s u c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

F i g u r e  5 5  s h o w s  t h e  l o w e s t  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r ,  f o r  d i f - / 1 6 0  
f e r e n t  p r e s s u r e  g r a d i e n t s  a n d  s u c t i o n  p a r a m e t e r s ,  a s  a f u n c t i o n  o f  
t h e  s h a p e  f a c t o r  of  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  f o r  t h e  S c h l i c h t i n g ,  H a r t r e e  
a n d  s i x - t e r m  p o l y n o m i a l  p r o f i l e s .  T h e s e  d a t a  c a n  b e  u s e d  f o r  a n  
a p p r o x i m a t e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  l o w e s t  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r .  

S i m u l t a n e o u s  Use o f  t h e  Impulse  and Energy R e l a t i o n s h i p s  

Near t h e  l e a d i n g  c r i t i c a l  p o i n t  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  r e m a i n s  
l a m i n a r  w i t h o u t  s u c t i o n .  A t  t h e  p o i n t  o f  s t a b i l i t y  loss a d a n g e r  
of  t u r b u l e n c e  a r i s e s .  B e g i n n i n g  a t  t h i s  p o i n t  f o r  a n o n p e r m e a b l e  
s u r f a c e  i t  f o l l o w s  t o  h a v e  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  
s a t i s f y i n g  r e l a t i o n s h i p  ( 6 . 3 ) .  To c a l c u l a t e  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  
o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  i n  a d d i t i o n  t o  r e l a t i o n s h i p  ( 6 . 3 )  K .  
W i e g h a r d t  E 1 2 3 1  p r o p o s e d  t h e  u s e  o f  t h e  i n t e g r a l  i m p u l s e  a n d  e n e r g y  
r e l a t i o n s h i p s  

1 3 5  



R e l a t i o n s h i p  ( 6 . 4 )  i s  v a l i d  f o r  a 
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  a x i a l  s y m m e t r y .  
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s h i p s  fo r .  
a p l a n e  b o u n d a r y  l a y e r ,  w e  s h o u l d  t a k e  
s y s t e m  ( 6 . 4 )  t h e  v a l u e  ro k 1. 

F i g .  5 5 .  The L o w e s t  C r i t i c a l  R e y n o l d s  
Number f o r  D i f f e r e n t  P r e s s u r e  G r a d i e n t s  
a n d  S u c t i o n  P a r a m e t e r s  a s  a F u n c t i o n  o f  
t h e  S h a p e  F a c t o r  o f  t h e  B o u n d a r y  L a y e r :  

i n  

(1) The H a r t r e e  P r o f i l e s ;  ( 2 )  
T e r m  P o l y n o m i a l  [ l o l l ;  ( 3 )  The 
a t  t h e  C r i t i c a l  P o i n t ;  ( 4 )  An 
P r o f i l e  w i t h  S u c t i o n ;  (I)R":': 
8 H ) ;  (11)R$" = e x p ( 2 9 . 1 - 9 H B :

2.4 	 S c h l i c h t i n g  P r o f i l e s  [ 1 0 3 ]  i n  
o f  S u c t i o n .  

The S i x -
P r o f i l e  

A s y m p t o t i c  
= e x p  ( 2 9 . 3 
(111)The 
t h e  P r e s e n c e  

For o n e - p a r a m e t e r  p r o f i l e  s e t s  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  t h e r e  a r e  
s i n g l e - v a l u e d  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  t h e  p a r a m e t e r s  E ,  D a n d  H .  U s i n g  
t h e s e  f u n c t i o n s  w e  o b t a i n  f r o m  s y s t e m  ( 6 . 4 )  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v a l u e s  o f  H a n d  Rf::! .  

1 3 6  



Here L i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  w i n g  p r o f i l e  o r  b o d y  of r e v o l u t i o n ;  
- x s = -

L 
i s  t h e  d i m e n s i o n l e s s  l e n g t h  o f  t h e  a r c  m e a s u r e d  f rom t h e  l e a d -

-. 
i n g  c r i t i c a l  p o i n t ;  U O  i s  t h e  v e l o c i t y  of t h e  l e a d i n g  f l o w ;  R e  = "	OL 

V 
i s  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r ;  f ,  g a n d  h a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  p a r a m e t e r  H / 1 6 2  
f o r  w h i c h  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s  a r e  v a l i d :  

f(H)I¶--.-
* 	

6"' ( H  
N 
- 1) . 

6" ' 
6"'2D-E- b" 

g(H)-- - N 9 

6"'
- -16=* 

h ( H ) = - - N 
w h e r e  

6.d- 6"N= dH * 

The v a l u e s  o f  t h e  f u n c t i o n s  f ,  
shown i n  T a b l e  1 2 .  

T A B L E  1 2 .  V A L U E S  OF T H E  
-.-. -. 

~ 

h- -1 %  

- .  I ! - I  -E ~ 

2 d n  

1.60 3.19 7.0 
1.48 3.27 7*4 
1.37 3.37 8.1 
1.27 3.49 8.9
1,17 3.63 10.0 
1.06 3.79 11,l
0.95 3.96 12.2 
0.84 4.14 13.4 
0,73 4 , s  14.7 
0,61 4354 16.2 
0,48 4.78 18.3 
0.34 5.06 20,6
0,20 5,38 23,o
0,06 5.73 25,5

0,lO 6.11 28,l

0,27 6.52 31.O 

0,45 6.96 34,6

0,67 7,44 40.0 


g ,  h a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  a r e  

A U X I L I A R Y  F U N C T I O N S . '  
__ -

I d h- E2 dH 

0,500

0,467 

0,437
0,409 

0,383

0,359

0.337 

0,316
0,297

0,279

0,262 
0,246 

0,231

0,217 

0,204 
0.192 
0,181

0,170 


I n  c o m p i l i n g  t h i s  t a b l e ,  we u s e d  a s  a b a s i s  t h e  S c h l i c h t i n g  p r o 
f i l e s  w i t h  s u c t i o n ,  

U s i n g  e x p r e s s i o n  ( 6 . 3 )  a n d  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 6 . 4 )  w e  / 1 6 3  
o b t a i n  

R** = exp ( A  -BH). 
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L i n e a r i z i n g  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  ( 6 . 7 )  f o r  a s m a l l  
i n c r e m e n t  A S ,  w e  o b t a i n  

w h e r e  

A f t e r  c o m p u t i n g  t h e  v a l u e s  o f  H(2) a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  a l s o  R?:;?, 
we c a n  d e t e r m i n e  f r o m  t h e  i n t e g r a l  i m p u l s e  r e l a t i o n s h i p  t h e  l o c a l  
s u c t i o n  r a t e  

The a u x i l i a r y  f u n c t i o n s  f l y  f 2  a n d  f 3  i n  t h i s  c a s e  v a r y  w i t h  
H a n d  a r e  a p p r o x i m a t e d  by  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s  

f , ( H )  =- H + 1 -2Hm =:-0,0 121 ig 0,2745 (H -2.2); I
IN, 

(6.10) 


w h e r e  

T h u s  a l l  f o r m u l a s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  o p t i m a l  /164 
s u c t i o n  of a b o u n d a r y  l a y e r .  
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h '  

F i g u r e  56  s h o w s  t h e  c u r v e s  o b t a i n e d  as a r e s u l t  o f  c a l c u l a t i o n s  
o f  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  for a n  e l l i p s o i d  of 
r o t a t i o n  w i t h  a s e m i - a x i s  r a t i o  1 : 8  w i t h  R e  = 8 * 1 0 6 .  From t h e  
i n i t i a l  p o i n t  of s u c t i o n  for a p p r o x i m a t e l y  7 5 %  of t h e  e l l i p s e  t h e  

V O
s u c t i o n  r a t e  r e m a i n s  p r a c t i c a l l y  c o n s t a n t  (-- = 1 . 4 ~ 1 0 - ~ ) .

UO 


0 425 0.5 0.75 ii 

F i g .  5 6 .  O p t i m a l  D i s t r i b u t i o n  o f  t h e  S u c t i o n  R a t e  for a n  E l l i p s o i d  
o f  R o t a t i o n  ( A c c o r d i n g  t o  t h e  Data o f  W i e g h a r d t ) .  

The W i e g h a r d t  m e t h o d  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  a 
l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w a s  i n  p r a c t i c e  v e r y  u n w i e l d y  a n d  t i m e - c o n 
s u m i n g .  I t s  d e f i c i e n c i e s  were  b a s i c a l l y  r e l a t e d  t o  t h e  u s e  of t h e  
m e t h o d  o f  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  t o  o b t a i n  n u m e r i c a l  r e s u l t s .  T O  e l i 
m i n a t e  t h e s e  s h o r t c o m i n g s ,  Wortmann c 1 2 5 1  p r o p o s e d  i n s t e a d  of 
n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  a m o r e  s i m p l e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n .  

U s i n g  e q u a t i o n  ( 6 . 3 )  w e  c a n  t r a n s f o r m  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  / 1 6 5  
s y s t e m  ( 6 . 5 )  t o  t h e  f o r m  

( 6 . 1 1 )  

w h e r e  

A I = - -f - f ,  ( H +  1); A, 1 +-* 4 - 7 + e e ,h 4 g-f3 

a n d  t h e  f u n c t i o n s  f l ,  f 2 ,  f 3  v a r y ,  as d o  f, 9 ,  h o n l y  w i t h  H a n d  
h a v e  t h e  p r e v i o u s  v a l u e s .  

T a k i n g  H = c o n s t . ,  w e  i n t e g r a t e  e q u a t i o n  ( 6 . 1 1 )  b y  t h e  s a m e  
m e t h o d  w e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n  for a b o u n d a r y  l a y e r  w i t h o u t  

1 39 



s u c t i o n ,  a n d  w e  o b t a i n  

C a l c u l a t i o n s  b e g i n  f r o m  a v a l u e  of t h e  R e y n o l d s  number  RE?: a t  t h e  

p o i n t  o f  loss o f  l a y e r  s t a b i l i t y  w i t h  r e s p e c t  t o  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s .  
For t h e  g i v e n  v a l u e s  o f  U ( s )  a n d  T o ( : )  a n d  v a r i o u s  s h a p e  f a c t o r s ,  
w e  c a n  c o m p u t e  R$:g:. If w e  p l o t  t h e  s e t  o f  c u r v e s  o f  R" f : ( s ,H , )  a n d  
t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r s  c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  v a l u e  o f - H ,  
t h e n  we c a n  d e t e r m i n e  g r a p h i c a l l y  t h e  unknown f u n c t i o n  R:';a ( s ) .c r  
When t h e  f u n c t i o n  R""' ( s )  i s  known,  w e  c a n  c o m p u t e  t h e  l o c a l  s u c t i o n  c r  
r a t e  f r o m  t h e  e x p r . e s s i o n  

A f u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  W i e g h a r d t - W o r t m a n n  m e t h o d  i s  
p r e s e n t e d  i n  r e f e r e n c e  c 1 3 2 1 .  

T h e  Use o f  E q u a t i o n s  o f  " T h r e e  Moments" 

The p r o b l e m  o f  o p t i m a l  s u c t i o n  of  f l u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
o f  a p o r o u s  p l a t e  w a s  f i r s t  s o l v e d  i n  r e f e r e n c e  [ g l l  by  n u m e r i c a l  
i n t e g r a t i o n  o f  t h e  P r a n d t l  e q u a t i o n .  R e f e r e n c e s  [16, 1 2 3 ,  1 2 5 1  a r e  
a l s o  d e v o t e d  t o  a n  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  t o  t h e  a n a l o g o u s  p r o b l e m  of  
a b o u n d a r y  l a y e r  w i t h  l o n g i t u d i n a l  p r e s s u r e  d r o p  on t h e  o u t e r  b o u n d 
a r y .  I n  t h e s e  c a l c u l a t i o n s ,  t h e  i m p u l s e  a n d  e n e r g y  e q u a t i o n s  w e r e  / 1 6 6  
u s e d .  We w i l l  now f i n d  a s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  t h e  z e r o - t h  a n d  
s e c o n d  moments  i n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  f l u i d  
f r o m  a b o u n d a r y  l a y e r  [ 1 8 1 .  

We c a n  w r i t e  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  z e r o - t h  moment i n  t h e  f o r m  

(6.14) 


w h e r e  a = 0 . 4 4 ;  b = 5 . 4 8  a n d  B = 1 . 1 2  ( c o n s t a n t  v a l u e s ) .  

S i n c e  

( 6 . 1 5 )  
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d i f f e r e n t i a t i n g  e q u a t i o n  ( 6 . 1 5 1 ,  w e  f i n d  

( 6 . 1 6 )  

S u b s t i t u t i n g  f o r m u l a s  ( 6 . 1 5 )  - ( 6 . 1 6 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 6 . 1 4 )  a n d  
m a k i n g  a l g e b r a i c  t r a n s f o r m a t i o n s ,  w e  o b t a i n  

(L" -Sr), ( 6 . 1 7 )  

w h e r e  V O ( X )  i s  t h e  l o c a l  s u c t i o n  r a t e  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

We c a n  w r i t e  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  moment i n  t h e  f o r m  

df U"
;Z;=Ft+-U' 

*-
a (H -H,t" -H g f j ,  ( 6 . 1 8 )

u HLl 

w h e r e  H i s  t h e  s h a p e  f a c t o ' r  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  a n d  e 9 . 5 4 ;  
H o  = 2 . 5 9  a n d  H L +  = 4 ( c o n s t a n t  v a l u e s ) .  

A f t e r  s u b s t i t u t i n g  f o r m u l a s  ( 6 . 1 5 )  - ( 6 . 1 6 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 6 . 1 8 )  
a n d  m a k i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a l g e b r a i c  t r a n s f o r m a t i o n s  w e  o b t a i n  

(6.19) 


E x c l u d i n g  t h e  v a l u e  vo/U from e q u a t i o n s  ( 6 . 1 7 )  a n d  ( 6 . 1 9 ) ,  w e  
o b t a i n  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  for c o m p u t i n g  t h e  l o c a l  R e y n o l d s  /167  
number 

dR"2 + T & R * * 2 -U' 
adw -$(1 + -.-) H4 

= 0, 
( 6 . 2 0 )  

B - 2  Ho 

w h e r e  

1 4 1  



I n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( 6 . 2 0 1 ,  s a t i s f y i n g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
Rnf:  = R8* when x = X O ,  w h e r e  x o  i s  t h e  c o o r d i n a t e  o f  t h e  p o i n t  o f  
s t a b i l i t y  l o s s  w i t h o u t  f l u i d  s u c t i o n ,  w e  f i n d  

5 ( 6 . 2 1 )  

The  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  f l u i d  f r o m  a b o u n d a r y  
l a y e r  b e g i n  f r o m  t h e  v a l u e  o f  t h e  l o c a l  R e y n o l d s  number  R;J2: a t  t h e  
p o i n t  o f  l o s s  o f  l a y e r  s t a b i l i t y ,  b e f o r e  w h i c h  t h e  f l o w  w i t h o u t  
f l u i d  s u c t i o n  i n  t h e  l a y e r  i s  s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  s m a l l  p e r t u r 
b a t i o n s .  We c a n  c o m p u t e  RE;: a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 6 . 2 1 )  f o r  t h e  
known v e l o c i t y  d i s t r i u b t i o n  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  l a y e r  o f  
t h e  b o d y  a n d  t h e  g i v e n  v a l u e s  o f  t h e  s h a p e  f a c t o r  H .  A f t e r  o b t a i n 
i n g  t h e  s e t  o f  c u r v e s  f o r  R ; t ; t ( x , H )  a n d  t h e  l o c a l  c r i t i c a l  R e y n o l d s  
n u m b e r s  c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  v a l u e  o f  t h e  s h a p e  f a c t o r  H, w e  c a n  
g r a p Q j c a l l y  d e t e r m i n e  t h e  f u n c t i o n  R"" (x). I n  t h i s  case  t h e  v a l u e s  
o f  R E G ( H )  s h o u l d  b e  c o m p u t e d  b y  formucya ( 6 . 3 ) .  

We o b t a i n  f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  z e r o - t h  moment ( 6 . 1 7 )  a 
f o r m u l a  f o r  c o m p u t i n g  t h e  o p t i m a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  r a t e  o f  f l u i d  
s u c t i o n  

u o - v---.-.-.- 1 1 dRgS ~ l l ' ( b - 2 ) ~ . ,  a 1 
U U B - 2  R" dx 4-U 2 ( B - 2 )  B - 2  R" ( 6 . 2 2 )  

We c a n  d e t e r m i n e  t h e  f i r s t  te rm i n  f o r m u l a  ( 6 . 2 2 )  f r o m  d i f f e r - / 1 6 8  
e n t i a 1  e q u a t i o n  ( 6 . 2 0 ) .  A f t e r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t r a n s f o r m a t i o n s  w e  
o b t a i n  

+-. a laH, 3 fi (B -211 1 ( 6 . 2 3 )  
( B - 2 )  [ H O ( B - ~ ) + Q H , ]  'R"* 

S u b s t i t u t i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  i n t o  e q u a t i o n  ( 6 . 2 2 )  and  m a k i n g  
t h e  n e c e s s a r y  c a l c u l a t i o n s  we o b t a i n  i n  f i n a l  f o r m  t h e  f o r m u l a  f o r  
d e t e r m i n i n g  t h e  o p t i m a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  r a t e  o f  s u c t i o n  o f  f l u i d  
f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r :  

( 6 . 2 4 )  
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H a v i n g  d e t e r m i n e d  t h e  o p t i m a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s u c t i o n  r a t e  
f r o m  f o r m u l a  ( 6 . 2 4 )  , w e  c a n  c o m p u t e  b y  a known m e t h o d  a l l  t h e  
c h a r a c t e r i s i t i c s  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  a n d  t h e  f r i c t i o n  r e s i s t a n c e .  

T h i s  m e t h o d  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  r a t e  o f  
o p t i m a l  s u c t i o n  o f  f l u i d  f r o m  a b o u n d a r y  l a y e r  w a s  d e v e l o p e d  for 
p l a n e  f l o w s .  Wi th  t h e  h e l p  o f  t h e  known S t e p a n o v - M a n g l e r  t r a n s 
f o r m a t i o n  t h i s  m e t h o d  c a n  a l s o  b e  a p p l i e d  t o  a x i s y m m e t r i c  f l o w s .  

The I n f l u e n c e  o f  I n i t i a l  T u r b u l e n c e  and S u r f a c e  
Roughness o n  t h e  Opt imal  S u c t i o n  

Above w e  c o n s i d e r e d  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  f l u i d  f r o m  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  t o  b e  t h a t  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  n o r m a l  v e l o c i t y  com
p o n e n t  a l o n g  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  when t h e  l o c a l  R e y n o l d s  number  
i n  e a c h  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  e q u a l  t o  i t s  l o w e s t  
c r i t i c a l  v a l u e ,  c o m p u t e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s  
a c c o r d i n g  t o  t h e  T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  t h e o r y  o f  h y d r o d y n a m i c  s t a 
b i l i t y  [99, 1 1 4 1 .  A n a l y s i s  of  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  s h o w e d  t h a t  
l a m i n a r i z a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  by  s u c t i o n  o f  f l u i d  a c r o s s  
t h e  p o r o u s  s u r f a c e  o f  a b o d y  i s  p o s s i b l e  w i t h  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  
t h e  l o c a l  R e y n o l d s  number  i s  e q u a l  t o  i t s  c r i t i c a l  v a l u e  a t  t h e  
p o i n t  of t r a n s f e r  v a r y i n g  w i t h  t h e  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  o f  t h e  f l o w  
a n d  t h e  r o u g h n e s s  o f  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y .  T h i s  c i r c u m s t a n c e  
h a s  g r e a t  p r a c i t c a l  v a l u e  i n  c a l c u l a t i o n s  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  /169 
l a y e r  o n  b o d i e s  h a v i n g  a c e r t a i n  r o u g h n e s s  o f  t h e i r  s u r f a c e  a n d  
mov ing  i n  a medium w i t h  low i n i t i a l  t u r b u l e n c e .  T h e r e f o r e ,  i t  i s  
v e r y  i m p o r t a n t  t o  d e t e r m i n e  t h e  p o s s i b l e  i n f l u e n c e  o f  i n i t i a l  
t u r b u l e n c e  a n d  s u r f a c e  r o u g h n e s s  o n  t h e  o p t i m a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
r a t e  o f  s u c t i o n  o f  a s m a l l  q u a n t i t y  o f  f l u i d  a c r o s s  a s p e c i a l l y  
p r e p a r e d  p o r o u s  s u r f a c e  o f  a b o d y .  

We t u r n  now t o  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  num
b e r  a t  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t .  A c c o r d i n g  t o  t h e  known T a y l o r  h y p o t h e s i s  
[lo91 w e  w i l l  a s s u m e  f r o m  now o n  t h a t  t u r b u l e n c e  i n  a l a m i n a r  l a y e r  
a r i s e s  by a c t i o n  o f  p e r t u r b a t i o n s  o f  f i n i t e  a m p l i t u d e  c a u s e d  b y  
e d d i e s  o r i g i n a t i n g  a t  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  a n d  f o r m e d  d u e  t o  
p r e m a t u r e  l o c a l  s e p a r a t i o n s  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  I n  t h i s  c a s e 2  
t h e  f i n i t e  p e r t u r b a t i o n s  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a r e  c a u s e d  by  t u r 
b u l e n c e  o f  t h e  l e a d i n g  f l o w  or b y  e d d i e s  f o r m e d  w i t h  s t r e a m l i n i n g  
o f  t h e  e l e m e n t s  o f  r o u g h n e s s  l o c a t e d  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  C 1 5 1 .  

A s  w e  know, p r e m a t u r e  l o c a l  s e p a r a t i o n  o f  t h e  l a m i n a r  l a y e r  
c a n  b e  d e t e r m i n e d  a p p r o x i m a t e l y  b y  t h e  r e l a t i o n s h i p  

( 6 . 2 5 )  

The i n f l u e n c e  o f  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  a n d  s u r f a c e  r o u g h n e s s  a r e  
d i s c u s s e d  i n  r e f e r e n c e s  [ 9 ,  1 0 ,  1 4 ,  2 4 1 .  
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w h e r e  dx i s  t h e  l o n g i t u d i z a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  

o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ;  El i s  t h e  r o o t  s q u a r e d  f r o m  t h e  m e a n - s q u a r e  

v a l u e  of p u l s a t i o n  o f  t h e  l o n g i x u d i n a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  o n  t h e  
o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  l a y e r ;  6; ' '  i s  t h e  t h i c k n e s s  of t h e  i m p . u l s e  
loss o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a t  t h e  p o i n t  o f  t r a n s f e r ;  U i s  t h e  v e l o 
c i t y  on t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  l a y e r ;  f, i s  t h e  v a l u e  o f  t h e  
s h a p e  f a c t o r  a t  t h e  p o i n t  o f  s e p a r a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

The v a l u e  o f  t h e  s h a p e  f a c t o r  f s 3  v a r i e s  w i t h  t h e  i n t e n s i t y  o f  
s u c t i o n  o f  f l u i d  a c r o s s  t h e  s u r f a c e  o f  a b o d y ,  c h a r a c t e r i z e d  b y  a 
s u c t i o n  p a r a m e t e r  

t** e ?d

v * 

w h e r e  V O ( X )  i s  t h e  l o c a l  r a t e  of s u c t i o n  o f  t h e  f l u i d  a c r o s s  t h e  /170 
s u r f a c e .  F i g u r e  5 7  s h o w s  t h e  s h a p e  f a c t o r  fs a s  a f u n c t i o n  of t h e  
s u c t i o n  p a r a m e t e r  t"?:. 

S i n c e  p r e s s u r e  p u l s a t i o n s ,  c a u s e d  b y  t u r b u l e n t  m o t i o n  o f  t h e  
f l u i d ,  f o l l o w  t h e  l a w  o f  r andom e v e n t s ,  w e  c a n  a s s u m e  t h a t  t h e  

0 0.4 0.8 t - .  

F i g .  5 7 .  The S h a p e  o f  
F a c t o r  o f  t h e  P o i n t  o f  
B o u n d a r y  L a y e r  S e p a r a 
t i o n  as a f u n c t i o n  o f  t h e  
S u c t i o n  P a r a m e t e r  t f c f ; :  
(1) A c c o r d i n g  t o  t h e  Data  
o f  [103]; ( 2 )  A c c o r d i n g  t o  
t h e  Data o f  C1151; ( 3 )  
A c c o r d i n g  t o  t h e  Data of 
[117]. 


m e a n - s q u a r e  v a l u e  o f  p r e s s u r e  p u l s a 
t i o n s  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  f o l l o w  t h e  s u m m a t i o n  
r u l e :  

( 6 . 2 6 )  

w h e r e  i s  t h e  c o m p o n e n t  

t u r b u l e n c e  i n  t h e  e x t e r n a l  f l o w ;  
L -.I -

i s  t h e  c o m p o n e n t  c a u s e d  b y  e d d i e s  
f o r m e d  w i t h  s t r e a m l i n i n g  o f  a n  e l e m e n t  
o f  r o u g h n e s s  l o c a t e ' d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  
t h e  b o d y .  

We w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  t u r b u l e n c e  
o f  t h e  l e a d i n g  f l o w  i s  i s o t r o p i c .  If 
t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t  i s  l o c a t e d  a t  a 
c e r t a i n  d i s t a n c e  f r o m  t h e  l e a d i n g  c r i 
t i c a l  p o i n t ,  t h e n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
b o d y  d o e s  n o t  d i s t o r t  t h e  i s o t r o p y  
o f  t h e  t u r b u l e n c e  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  

__ ~ ___  _- - - -

The q u e s t i o n  o f  t h e  t r a n s i t i o n  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  t o  a 
t u r b u l e n t  o n e  w i t h  s u c t i o n  i s  e x a m i n e d  i n  r e f e r e n c e  [12]. 
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of t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  Then f o r  t h e  c o n n e c t i o n ,  b e t w e e n  t h e  p u l s a 

t i o n s  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  p r e s s u r e  g r a d i e n t  [%I a n d  t h e  v e l o c i t i e s  

o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  w e  c a n  u s e  t h e  r e l a t i o n 
s h i p s  o f  t h e  s t a t i s t i c a l  t h e o r y  o f  t u r b u l e n c e  C1091: 

[5],eu;'. ( 6 . 2 7 )  
1 h l '  

( 6 . 2 8 )  

w h e r e  u [  i s  t h e  m e a n - s q u a r e  v a l u e  o f  v e l o c i t y  p u l s a t i o n  o n  t h e  o u t e r  
b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ;  A 1  i s  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  " s m a l l e s t  
e d d y " ;  L i s  t h e  t u r b u l e n c e  s c a l e  i n  t h e  e x t e r n a l  f l o w .  /171 

For a p u l s e d  f l o w ,  c a u s e d  b y  e d d i e s  s e p a r a t e d  f r o m  a n  e l e m e n t  
o f  r o u g h n e s s 4 ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y ,  we h a v e  

( 6 . 2 9 )  

( 6 . 3 0 )  

( 6 . 3 1 )  

w h e r e  u; i s  t h e  m e a n - s q u a r e  v a l u e  o f  t h e  v e l o c i t y  p u l s a t i o n  on t h e  
o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  l a y e r ;  A2 i s  t h e  d i m e n s i o n  o f  t& " s m a l l e s t  
e d d y " ;  d i s  t h e  h e i g h t  o f  t h e  e l e m e n t  of r o u g h n e s s ;  6 2 ' '  i s  t h e  
t h i c k n e s s  of  t h e  i m p u l s e  loss a t  t h e  l o c a t i o n  of  t h e  r o u g h n e s s .  

S e p a r a t i n g  w i t h  t h e  h e l p  o f  : s l a t i o n s h i p s  ( 6 . 2 6 )  - ( 6 . 2 8 )  t h e  
US;'' 

c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r  R"" = -
V 

a n d  t h e  T a y l o r  p a r a m e t e r  Et 
w e  c a n  t r a n s f o r m  t h e  t r a n s i t i o n  c o n d i t i o n  ( 6 . 2 5 )  t o  t h e  f o r m  

- .  .- ~~ 

4 
I n  r e f e r e n c e  1111 i t  w a s  shown t h a t  t h e  u n i v e r s a l i t y  o f  t h e  D r y d e n  

f u n c t i o n  [61] , w h i c h  e v a l u a t e s  t h e  i n f l u e n c e  of  s u r f a c e  r o u g h n e s s  
on t h e  t r a n s i t i o n  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  t o  a t u r b u l e n t  o n e ,  i s  
n o t  c o r r o b o r a t e d  b y  e x p e r i m e n t s .  The q u e s t i o n  of t h e  i n t e r n a l  r e 
s i s t a n c e  of  a n  e l e m e n t  of r o u g h n e s s  i s  d i s c u s s e d  i n  r e f e r e n c e  1 2 1 1 .  
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u O
w h e r e  E = - i s  t h e  d e g r e e  o f  t u r b u l e n c e  i n  t h e  l e a d i n g  f l o w ;  U O

U n  
i s  t h e  v e l o i i t y  o f  t h e  l e a d i n g  f l o w ;  ug) i s  t h e  m e a n - s q u a r e  v a l u e  o f  
t h e  v e l o c i t y  p u l s a t i o n  i n  t h e  l e a d i n g  f l o w  a n d  L i s  t h e  l e n g t h  o f  
t h e  b o d y .  

The v a l u e  R;" i s  i n t r o d u c e d  i n t o  e q u a t i o n  ( 6 . 3 2 )  t o  s a t i s f y  

t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  damping  o f  p e r t u r b a t i o n s  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
f rom t h e  t u r b u l e n c e  of  t h e  e x t e r n a l  f l o w  a n d  s u r f a c e  r o u g h n e s s ,  when 
t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  i s  e q u a l  t o  i z s  l o w e s t  v a l u e .  I t  i s  / 1 7 2  
n e c e s s a r y  t o  d o  t h i s  b e c a u s e  when R"" + R"", t h e  p u l s e d  p r e s s u r ez,' H 
g r a d i e n t  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  d u e  t o  t h e  
r a p i d  d a m p i n g  of  t h e  p u l s a t i o n s  d o e s  n o t  s i g n i f i c a n t l y  a f f e c t  t h e  
t r a n s i t i o n .  The  v a l i d i t y  o f  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  i s  c o n f i r m e d  b y  
a n  e x p e r i m e n t .  

u
F i g .  5 8 .  The  C u r v e  o f  t h e  V a l u e s  o f  t h e  F u n c t i o n  O(-) .

U O  

The v a l u e s  o f  t h e  l o w e s t  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r s  f o r  d i f f e r 
e n t  p r e s s u r e  g r a d i e n t s  a n d  l a w s  of  f l u i d  s u c t i o n  d i s t r i b u t i o n  c a n  
b e  c o m p u t e d  b y  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a  ( 6 . 3 ) .  For a more  p r e c i s e  
c a l c u l a t i o n  o f  t h e  l o w e s t  v a l u e s  o f  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r s ,  
w e  m u s t  e x a m i n e  t h e  s t a b i l i t y  of t h e  f l u i d  f l o w  i n  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r .  

The v a l u e s  u1 a n d  L O ,  w h i c h  were  i n t r o d u c e d  i n t o  f o r m u l a  ( 6 . 3 2 1 ,  
a r e  t h e  m e a n - s q u a r e  v a l u e  o f  t h e  v e l o c i t y  p u l s a t i o n  a n d  t h e  t u r b u 
l e n c e  s c a l e  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  l a y e r  r e s p e c t i v e l y .  S i n c e  
t h e  t u r b u l e n c e  c h a r a c t e r i s t i c s  u o  a n d  L a r e  u s u a l l y  known i n  o u r  
c a l c u l a t i o n s ,  it i s  n e c e s s a r y  t o  e x p r e s s  u{ and  Lg i n  t e r m s  o f  t h e  
a b o v e - m e n t i o n e d  c h a r a c t e r i s t i c s .  T o  d e r i v e  t h i s  f u n c t i o n  w e  w i l l  
u s e  t h e  known r e l a t i o n s h i p s  [ S I  
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( 6 . 3 3 )  

S u b s t i t u t i n g  r e l a t i o n s h i p s  ( 6 . 3 3 )  a n d  ( 6 . 3 4 )  i n t o  f o r m u l a  ( 6 . 2 8 )  
a n d  m a k i n g  t h e  n e c e s s a r y  t r a n s f o r m a t i o n s ,  w e  o b t a i n  t h e  f i n a l  e x 
p r e s s i o n  f o r  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  

( 6 . 3 5 )  

F i g u r e  58 s h o w s  t h e  c u r v e s  o f  t h e  f u n c t i o n  Q 
6 

[ + (3'r 
If t h e  s u r f a c e  of  t h e  b o d y  i s  a s m o o t h  o n e ,  f o r  t h e  g i v e n  

t u r b u l e n c e  o f  t h e  l e a d i n g  f l o w  t h e  d i f f e r e n c e  R;=$:-+ Ri?: i s  p r o p o r t 
t i o n a l  t o  t h e  v a l u e  (f, + f ) l l 2  o f  ( 6 . 3 5 ) .  A t  t h e  same t i m e  a c c o r d 
i n g  t o  t h e  d a t a  o f  r e f e r e n c e  [ 4 5 ] ,  i f  we t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  
r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  l o w e s t  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  a n d  t h e  s h a p e  
f a c t o r  f ,  t h e  a b o v e - m e n t i o n e d  d i f f e r e n c e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  
v a l u e  (f, + f ) 2 / 3 .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  c a l c u l a t i o n s  
w i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a  ( F i g .  5 9 )  s h o w  t h a t  f o r m u l a  ( 6 . 3 5 )  c o r r e s p o n d s  
m o r e  p r e c i s e l y  t o  r e a l i t y .  

E q u a t i o n  ( 6 . 3 5 )  i n c l u d e s  t h e  two  c o n s t a n t  v a l u e s  A a n d  B t h e  
v a l u e s  o f  w h i c h  c o u l d  n o t  b e  d e t e r m i n e d  t h e o r e t i c a l l y .  A n a l y s i s  of  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  [ 5 9 ,  6 0 1  showed  t h a t  A = 0 . 2 2  a n d  B = 0 . 2 1 .  

T o  v e r i f y  t h e  s e m i - e m p i r i c a l  f o r m u l a  ( 6 . 3 5 )  w e  c o m p a r e d  t h e  
r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  and  e x p e r i m e n t s  C 6 0 1  on a n  e l l i p t i c a l  c y l 

a
i n d e r  w i t h  a s e m i - a x i s  r a t i o  g = 3 .  The c a l c u l a t e d  a n d  e x p e r i m e n t a l  

d a t a  a g r e e  s a t i s f a c t o r i l y  ( F i g .  6 0 ) .  

I n  p r a c t i c a l  c a l c u l a t i o n s  t h e  t u r b u l e n c e  s c a l e  i s  n o t  a l w a y s  
known,  s i n c e  i t s  d e t e r m i n a t i o n  r e q u i r e s  v e r y  a c c u r a t e  a n d  t i m e -
c o n s u m i n g  m e a s u r e m e n t s .  E q u a t i o n  ( 6 . 3 5 )  i n c l u d e s  t h i s  v a l u e  t o  t h e  
1 / 4  p o w e r ,  s o  t h a t  e v e n  w i t h  s i g n i f i c a n t  c h a n g e s  i n  i t s  v a l u e  t h e  
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c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  v a r i e s  v e r y  l i t t l e .  The v a l u e  of  t h e  f u n c -
Udt i o n s  Q and  ( y ) l I 2  i n  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t  a l s o  

v a r y  i n s i g n i f i c a n t l y  . 

/174 


O 905 f 

F i g .  5 9 .  C o m p a r i s o n  of  t h e  Com- F i g .  60. C o m p a r i s o n  o f  t h e  Re
p u t e d  F u n c  t ionR;?$:- R$?; w i t h  s u l t s  of  C a l c u l a t i o n s  o f  t h et 
E x p e r i m e n t  a1 Data :  -A c c o r d - 	 T r a n s i t i o n  P o i n t  w i t h  E x p e r i m e n 

t a l  D a t a :  - t h e  C a l c u l a t i o n
i n g  t o  F o r  m u l a  (6.35); - * . * *  A c c o r d i n g  t o  F o r m u l a  (6.35); oc o r d i n g  t o  t h e  Data  o f  C451; o Shows t h e  E x p e r i m e n t a l  Data .
Shows t h e  E x p e r i m e n t a l  D a t a .  

C o m p a r i s o n  o f  t h e  c a l c u l a t e d  a n d  e x p e r i m e n t a l  d a t a  s h o w s  t h a t  /175 
we c a n  t a k e  

I 

(6.36) 


(6.37) 


Then f o r m u l a  (6.32) i s  s i g n i f i c a n t l y  s i m p l i f i e d  a n d  r e d u c e d  t o  t h e  
f o r m  

(6.38) 


w h i c h  i s  v e r y  c o n v e n i e n t  f o r  p r a c t i c a l  u s e .  The c o n s t a n t s  C a n d  D 
i n  f o r m u l a  ( 6 . 3 8 )  a r e  e q u a l  t o  1.88 a n d  0.25*10-3 r e s p e c t i v e l y .  
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I 

The c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  R:::: f o r  a p l a t e  a s  a f u n c t i o n  oft 
t h e  d e g r e e  of t u r b u l e n c e  a n d  t h e  s u r f a c e  r o u g h n e s s  p a r a m e t e r  

1 

0*089"-C
Rii j=225 +- -5 4 ( 6 . 3 9 )  

e 4  +D($=) 

a r e  shown i n  F i g u r e  6 1 .  

The c a l c u l a t e d  a n d  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  o f  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  
n u m b e r s  as  a f u n c t i o n  o f  t h e  d e g r e e  o f  t u r b u l e n c e  o f  t h e  l e a d i n g  
f l o w  a r e  shown i n  F i g u r e  6 2 .  We c a n  c o n s i d e r  t h e  a g r e e m e n t  t o  b e  
c o m p l e t e l y  s a t i s f a c t o r y  a f t e r  w e  e x c l u d e  t h e  p o r t i o n  o f  t h e  c u r v e  
c o r r e s p o n d i n g  t o  a n  i n s i g n i f i c a n t  ( n o t  m o r e  t h a n  0 . 1 % )  l e v e l  o f  
t u r b u l e n c e  i n  t h e  l e a d i n g  f l o w .  

F i g u r e  63 s h o w s  t h e  c a l c u l a t e d  a n d  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  of t h e  
c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r s  f o r  a body  w i t h  a d i f f e r e n t  
n e s s  ( 6 . 3 8 ) .  E x p e r i m e n t s  were  c o n d u c t e d  w i t h  l o w  ( E  = 
c o m p a r a t i v e l y  h i g h  ( E  = 0 . 5 - 0 . 6 % )  l e v e l s  o f  t u r b u l e n c e  
i n g  f l o w .  C o m p a r i s o n  s h o w s  a s a t i s f a c t o r y  c o r r e l a t i o n  
c o m p u t e d  a c c o r d i n g  t o  . f o r m u l a  ( 6 . 3 8 )  a n d  e x p e r i m e n t a l  
f o r  t h e  c a s e  o f  s m a l l  v a l u e s  o f  t u r b u l e n c e  a n d  s u r f a c e  

s u r f a c e  r o u g h 
0 . 1 5 % )  and  
i n  t h e  l e a d -
o f  r e s u l t s  

d a t a ,  e x c e p t  
r o u g h n e s s  

( E  5 0 . 1 5 % ) .  The r e a s o n  f o r  t h e  d i s c r e p a n c y  i n  t h i s  c a s e  i s  t h e  
u n s u i t a b i l i t y  of t h e  t r a n s i t i o n  s c h e m e  u s e d  i n  t h i s  d i s c u s s i o n  f o r  /176 
v e r y  s m a l l  v e l o c i t y  p e r t u r b a t i o n s  , a r i s i n g  i n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  
d u e  t o  t u r b u l e n c e  o f  t h e  l e a d i n g  f l o w  or r o u g h n e s s  o f  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  b o d y .  

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  a c o m p a r i s o n  o f  t h e  o b t a i n e d  
d a t a  w i t h  t h e  g r a p h s  of c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t s ,  
p r e s e n t e d  i n  r e f e r e n c e s  [ 6 8 ,  6 9 ,  9 0 1  shows a c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  
t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  g r a p h s  a n d  f o r m u l a  ( 6 . 3 8 )  w i t h  E = 0 . 1 5 - 0 . 3 5 % .  
T h i s  f a c t  i s  a d d i t i o n a l  c o n f i r m a t i o n  o f  t h e  v a l i d i t y  o f  f o r m u l a  
( 6 . 3 8 1 ,  s i n c e  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  u s e d  t o  c o m p a r e  t h e s e  g r a p h s  
w e r e  o b t a i n e d  i n  t h e  d e s i g n a t e d  i n t e r v a l  o f  t h e  l e v e l  o f  t u r b u l e n c e  
o f  t h e  l e a d i n g  f l o w .  

S u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n s  ( 3 . 4 3 ) ,  ( 3 . 4 7 )  a n d  (6.3) i n t o  f o r m u l a  
( 6 . 3 8 1 ,  a f t e r  s i m p l e  a l g e b r a i c  t r a n s f o r m a t i o n s  we o b t a i n  t h e  f i n a l  
e x p r e s s i o n  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  a t  t h e  
t r a n s i t i o n  p o i n t  C251: 

( 6 . 4 0 )  

1 4 9  



/176 

F i g .  6 1 .  The C r i t i c a l  R e y n o l d s  Number for a P l a t e  a s  a F u n c t i o n  o f  
t h e  L e v e l  o f  I n i t i a l  T u r b u l e n c e  a n d  t h e  R o u g h n e s s  P a r a m e t z r .  

R; * F i g .  6 2 .  C o m p a r i s o n  of  t h e  E x p e r i m e n t a l  
V a l u e s  o f  t h e  C r i t i c a l  R e y n o l d s  Number 

1000 	 w i t h  t h e  C a l c u l a t e d  V a l u e s :  - t h e  C a l 
c u l a t i o n  c c o r d i n g  t o  F o r m u l a  ( 6 . 3 8 ) ;  
(1) A c c o r d i n g  t o  t h e  E x p e r i m e n t s  of 
C1051; (2) A c c o r d i n g  t o  t h e  E x p e r i m e n t s  
o f  C591 ;  (3) A c c o r d i n g  t o  t h e  E x p e r i 

600 m e n t s  o f  C711; ( 4 )  A c c o r d i n g  t o  t h e  
E x p e r i m e n t s  of C1261. 

ZOO 
0 2 4 E 

Knowing t h e  c r i t i c a l  R e y n o l d s  
number  a t  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t ,  w e  c a n  
c o m p u t e  f r o m  e q u a t i o n  ( 6 . 2 4 )  t h e  o p t i 
m a l  d i s t r i b u t i o n  of  t h e  r a t e  o f  s u c t i o n  

f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  a n d  t h e n  by  a n y  known m e t h o d  we c a n  c o m p u t e  
a l l  t h e  r e m a i n i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  a n d  t h e  p r o 
f i l e  d r a g  of  t h e  b o d y .  

T o  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  l o c a l  R e y n o l d s  number  b e  
e q u a l  t o  i t s  c r i t i c a l  v a l u e  a t  t h e  t r a n s i t i o n  p o i n t ,  c o m p u t a t i o n s  
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0.4 98 w 1.6 t-
F i g .  6 3 .  C o m p a r i s o n  o f  C a l c u l a t e d  a n d  E x p e r i m e n t a l  V a l u e s  o f  t h e  
L o c a l  C r i t i c a l  R e y n o l d s  Numbers  a t  t h e  T r a n s i t i o n  P o i n t :  - t h e  
C a l c u l a t i o n s  A c c o r d i n g  t o  F o r m u l a  ( 6 . 3 5 )  ;Ci - A c c o r d i n g  t o  t h e  
E x p e r i m e n t s  o f  C1081;  0 - A c c o r d i n g  t o  t h e  E x p e r i m e n t s  o f  F i e n d t  [ 5 6 l .  

s h o u l d  b e  made b y  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  I n  t h e  / 1 7 8  
f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  w e  s h o u l d  i g n o r e  t h e  l o n g i t u d i n a l  p r e s s u r e  
g r a d i e n t  o n  t h e  o u t e r  b o u n d a r y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a n d  d e t e r m i n e  
b y  f o r m u l a  ( 6 . 2 4 )  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  r a t e  a l o n g  
t h e  c o n t o u r  o f  t h e  b o d y .  I n  t h e  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  t h e  v a l u e s  o f  

dR t f :  a n d  - become m o r e  p r e c i s e ,  a l l o w i n g  f o r  t h e  l a w  o f  f l u i d  s u c 
6ds:t i o n  d e t e r m i n e d  i n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n .  R e p e a t i n g  t h e  p r o c e s s  

o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s ,  w e  c a n  c o m p u t e  w i t h  t h e  r e q u i r e d  a c 
c u r a c y  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  r a t e  a n d  a l s o  a l l  t h e  
r e m a i n i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  a n d  t h e  p r o f i l e  d r a g  
o f  t h e  b o d y .  P r a c t i c a l  c a l c u l a t i o n s  showed  t h a t  f o r  a b o d y  w i t h  a 
r a t i o  o f  l e n g t h  t o  g r e a t e s t  w i d t h  of m o r e  t h a n  s e v e n ,  t h e  s e c o n d  
a n d  t h i r d  a p p r o x i m a t i o n s  a r e  p r a c t i c a l l y  t h e  same.  

Optimal  S u c t i o n  o f  t h e  Boundary L a y e r  o f  a P l a t e  

For t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  a p o r o u s  p l a t e ,  e x p r e s s i o n s  ( 6 . 2 1 )  
a n d  ( 6 . 2 4 )  c a n  b e  r e d u c e d  t o  a n  i n t e g r a l  e x p o n t e n t i a l  f u n c t i o n ,  
d e t a i l e d  t a b l e s  o f  w h i c h  a r e  p r e s e n t e d  i n  r e f e r e n c e  [181. L a t e r ,  
when e x a m i n i n g  t h e  p a r t i c u l a r  c a se  o f  a p l a t e  w e  w i l l  u s e  a r e c - /179 
t a n g u l a r  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s .  T h e  o r i g i n  w i l l  b e  p l a c e d  a t  t h e  
l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  p l a t e ,  t h e  x a x i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  p l a t e  a n d  t h e  y a x i s  n o r m a l  t o  t h a t  s u r f a c e .  The e q u a t i o n  
of  t h e  z e r o - t h  moment ( 6 . 1 4 )  i n ' t h i s  c a s e  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  
f o r m  of  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  

1 5 1  



m 

=0d \ u(U -u)dg + voU O. -e , (6.41)dx 
i 

w h e r e  U i s  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  l e a d i n g  f l o w ;  V O  i s  t h e  l o c a l  s u c t i o n  
r a t e ;  T O  i s  t h e  f r i c t i o n  s t r e s s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  p l a t e ;  p i s  
t h e  d e n s i t y  of  t h e  f l u i d .  

We w i l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s :  

R-. == __U8' a n d  R x - u  l o c a l  R e y n o l d s  n u m b e r s  
V 

1.. =-
v,6" s u c t i o n  p a r a m e t e r

V 

c--	 "'** d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t  o f  l o c a l  f r i c t i o n  vu 
w h e r e  6;:;: i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  i m p u l s e  loss o f  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r ,  v i s  t h e  k i n e m a t i c  m o d u l u s  o f  f l u i d  v i s c o s i t y .  

Then  w e  c o n v e r t  r e l a t i o n s h i p  ( 6 . 4 1 )  t o  t h e  f o r m  

(6.42) 


When c a l c u l a t i n g  t h e  l o w e s t  c r i t i c a l  R e y n o l d s  n u m b e r s  b y  t h e  
m e t h o d  o f  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s ,  s c i e n t i s t s  u s u a l l y  i n v e s t i g a t e  t h e  
s t a b i l i t y  o f  t h e  f l u i d  f l o w  i n  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r .  T h i s  
m e t h o d  o f  i n v e s t i g a t i o n  i s  v e r y  t i m e  c o n s u m i n g .  We c a n  t a k e  a d v a n 
t a g e  of t h e  f a c t  t h a t  t h e  i n f l u e n c e  o f  v a r i o u s  l a w s  o f  s u c t i o n  r a t e  
d i s t r i b u t i o n  a l o n g  t h e  p l a t e  o n  t h e  loss o f  s t a b i l i t y  o f  t h e  f l o w  
i n  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  c a n  b e  b r o u g h t  i n t o  l i n e  b y  u s i n g  t h e  
s h a p e  f a c t o r  H .  T h e  v a l u e  o f  t h e  l o w e s t  c r i t i c a l  R e y n o l d s  number  
c a n  b e  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a  ( 6 . 3 )  i n  w h i c h  f o r  
t h e  ca se  o f  a p l a t e  w e  s h o u l d  t a k e  A = 3 1 . 3  a n d  B = 1 0 .  

Using a s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i n  t h r e e  moment s  w i t h  a n  a r b i t r a r y  /180 
d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s u c t i o n  r a t e  a l o n g  a p o r o u s  p l a t e  for a n d  H ,  
w e  o b t a i n  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s  

" t F 

5 =-L, -d,t ; (6.43) 


H = H ~ + C ~ . . ,  
( 6 . 4 4 )  

w h e r e  c 0  = 0 . 2 2 ;  d = 0 . 5 6 ;  H O  = 2 . 5 9  a n d  e = 1 . 1 8  ( c o n s t a n t  v a l u e s )
a n d  t k ? :  < 0 .-
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C o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t s  of c a l c u l a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  
( 6 . 4 3 )  - ( 6 . 4 4 )  w i t h  t h e  d a t a  o f  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  d i f 
f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  o n  c a l c u l a t i n g  
m a c h i n e s  [ I 6 1  s h o w e d  t h a t  w i t h  t f c f :  = 0 - 0 . 5 ,  t h e  maximum e r r o r  i n  
f o r m u l a  ( 6 . 4 3 )  d o e s  n o t  e x c e e d  a b o u t  3 %  a n d  i n  f o r m u l a  ( 6 . 4 4 )  i t  
d o e s  n o t  e x c e e d  1%. 

S u b s t i t u t i n g  f o r m u l a s  ( 6 . 4 3 )  - ( 6 . 4 4 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 6 . 4 2 )  
a n d  s e p a r a t i n g  t h e  v a r i a b l e s ,  w e  o b t a i n  t h e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  

(- bc) exp I2 (a -Hob -bet")] dt- = dR,. ( 6 . 4 5 )&-(d + 1)f" 

I n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( 6 . 4 5 )  w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e  
20c& 

2 = - - - - 2 b c t "  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  t':"" = 0 ,  Ex = R x o ,  wed -I- 1 

o b t a i n  

( 6 . 4 6 )  

w h e r e  Ei i s  a n  i n t e g r a l  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n  5 . 
S i n c e  [99] i??;f; = 2 2 5 ,  i t  i s  e a s y  t o  o b t a i n  t h a t  R x O  = 0 . 1 1 5 * 1 0 6 .H 

A f t e r  c o m p u t i n g  t h e  f u n c t i o n  R x ( t " ? ; )  , u s i n g  t h e  g r a p h i c  f u n c t i o n  

R f C " / q  f r o m  t $ ; f c  [16], we c a n  d e t e r m i n e  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  l o c a l  

d i s c h a r g e ,  

( 6 . 4 7 )  

F i g u r e  64 s h o w s  a c o m p a r i s i o n  o f  t h e  f u n c t i o n s  o b t a i n e d  b y  d i f - /181 
f e r e n t  a u t h o r s  f o r  t h e  r a t e  o f  o p t i m a l  s u c t i o n  o n  a p o r o u s  p l a t e  

U O X 
-V o / U o  w i t h  v a r i o u s  v a l u e s  o f  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  R
X 

= 
V 

, w h e r e  

U O  i s  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  l e a d i n g  f l o w .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  c u r v e s  

- - - _- _ _  - _. 

D e t a i l e d  t a b l e s  of  t h e  i n t e g r a l  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n s  a r e  g i v e n  
i n  r e f e r e n c e  [ E ] ,  t h e s e  t a b l e s  a r e  r e c o m m e n d e d  f o r  u s e  i n  p r a c t i c a l  
c a l c u l a t i o n s .  
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s h o w s  a s a t i s f a c t o r y  c o r r e l a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i o n s  
a c c o r d i n g  t o  t h e  p r o p o s e d  f o r m u l a  w i t h  t h e  d a t a  f r o m  r e f e r e n c e  C 1 2 5 1 .  

The d r a g  c o e f f i c i e n t  o f  l a m i 
n a r  f r i c t i o n  w i t h  o p t i m a l  s u c t i o n  
o f  a b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p o r o u s  
p l a t e  c a n  b e  c o m p u t e d  b y  t h e  f o r m 
u l a  

w h i c h  w i t h  t h e  h e l p  o f  e x p r e s s i o n  
( 6 . 4 4 )  c a n  b e  c o n v e r t e d  t o  t h e  f o r m  

F i g .  6 4 .  The O p t i m a l  Suc 
t i o n  o f  a B o u n d a r y  L a y e r  R X  ?X 


o f  a P o r o u s  P l a t e  a s  a dRx-2d &dR,. ( 6 . 4 9 ) 

F u n c t i o n  o f  t h e  R e y n o l d  

Number: (1) A c c o r d i n g  t o  0 

R x j  U, 


[ 1 8 1 ;  ( 2 )  A c c o r d i n g  t o  

[ 1 2 3 ] ;  ( 3 )  A c c o r d i n g  t o  T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  f o r  Rx 5 / 1 8 2  


_ 

[ 1 2 5 1 .  
0 -v o  - 0 a n d  R*$: = 0 . 6 6 4 J G ,  i nRxO) ug 

t h e  f i n a l  f o r m  w e  o b t a i n  

( 6 . 5 0 )  

B o t h  t h e  i n t e g r a l s  i n  f o r m u l a  ( 6 . 5 0 )  w e r e  d e t e r m i n e d  b y  g r a p h i c  
i n t e g r a t i o n  u s i n g  f u n c t i o n  ( 6 . 4 6 ) .  I n  t h i s  c a s e ,  we c o n s i d e r e d  t h a t  
V O- 5  0. 
uo 

T a b l e  1 3  s h o w s  t h e  r e s u l t s  of c a l c u l a t i o n s  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  
( 6 . 5 0 )  o f  t h e  d r a g  c o e f f i c i e n t  o f  l a m i n a r  f r i c t i o n  w i t h  o p t i m a l  
s u c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

For p r a c t i c a l  c a l c u l a t i o n s  it i s  n e c e s s a r y  t o  c o m p u t e  t h e  c o e f 
f i c i e n t  o f  t o t a l  d i s c h a r g e ,  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a  

( 6 . 5 1 )  
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T A B L E  1 3 .  T H E  D R A G  COEFFICIENTS A N D  THE DISCHARGE OF SUCKED-OFF 
F L U I D  AS A F U N C T I O N  OF T H E  L O C A L  REYNOLDS NUMBER F O R  T H E  CASE OF A 
P L A T E ,  - -.. 

I 
i 

hncJ M 

ID

b 
c2 

I 
0,  I15 3.920 4.220 4.360 3.920 7.100 0 ! L'1 ,oo 1,338 1.471 1,680 1.328 4,450 70 0,21610.0 0,683 0,590

100 0,340 0,332 0,736 !I;?$;1 it 1 I ,552"2.:;: 
We w i l l  now e x a m i n e  i n  m o r e  d e t a i l  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  of  

o p t i m a l  s u c t i o n  o f  a b o u n d a r y  l a y e r  o n  a p l a t e  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  
i n i t i a l  t u r b u l e n c e  a n d  s u r f a c e  r o u g h n e s s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  b a s i c  
c a l c u l a t i n g  f o r m u l a s  a r e  s i g n i f i c a n t l y  s i m p l i f i e d  a n d  t a k e  t h e  /183 
f o r m  [ 2 5 ]  I 

( 6 . 5 4 )  

T h e s e  f o r m u l a s  a l l o w  u s  t o  c a r r y  o u t  t h e  n e c e s s a r y  c o m p u t a t i o n s .  
F i g u r e  6 5 - 6 7  show t h e  o p t i m a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  r a t e  of s u c t i o n  
o f  t h e  f l u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  o f  a p l a t e  a s  a f u n c t i o n  o f  
t h e  R e y n o l d s  number  R, f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  t h e  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  
o f  t h e  l e a d i n g  f l o w  and  s u r f a c e  r o u g h n e s s .  From a n  a n a l y s i s  o f  t h e  
d a t a  shown i n  t h e s e  g r a p h s ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  o p t i m a l  d i s t r i b u t i o n  
o f  t h e  r a t e  o f  s u c t i o n  o f  t h e  f l u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  o f  a 
p o r o u s  p l a t e  a n d  t h e  t o t a l  d i s c h a r g e  o f  s u c k e d - o f f  f l u i d  v a r y  t o  a 
s i g n i f i c a n t  d e g r e e  w i t h  t h e  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  a n d  t h e  s u r f a c e  r o u g h 
n e s s  of t h e  b o d y .  

Wi th  low i n i t i a l  t u r b u l e n c e  o f  t h e  f l o w  ( E  = 0 . 2 % )  ( F i g .  6 5 )  
t h e  v a l u e  o f  t h e  s u r f a c e  r o u g h n e s s  e x e r t s  a s i g n i f i c a n t  i n f l u e n c e  
o n  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n .  I n  t h i s  c a s e  t h e  r e q u i r e d  q u a n t i t y  of  
s u c k e d - o f f  f l u i d  i n c r e a s e s  i n  p r o p o r t i o n  t o  t h e  i n c r e a s e  i n  r o u g h 
n e s s .  Wi th  s i g n i f i c a n t  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  ( E  = 2 % )  ( F i g .  6 6 )  
v a r i a t i o n  i n  t h e  s u r f a c e  r o u g h n e s s  d o e s  n o t  e x e r t  a s i g n i f i c a n t  
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i n f l u e n c e  o n  t h e  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r .  

The d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  r a t e  o f  s u c t i o n  o f  t h e  f l u i d  f r o m  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  o f  a p e r m e a b l e  p l a t e  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  R e y n o l d s  
number R ,  a n d  t h e  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  f o r  t h e  ca se  o f  a n  a b s o l u t e l y  
s m o o t h  s u r f a c e  ( d  = 0 )  i s  shown  i n  F i g u r e  6 7  ( t h e  b r o k e n  l i n e  s h o w s  
t h e  d a t a  o f  P r e t s c h ) .  I t  f o l l o w s  f r o m  F i g u r e  6 7  t h a t  t h e  o p t i m a l  
d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  r a t e  o f  s u c t i o n  o f  t h e  f l u i d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  
l a y e r  o f  a p e r m e a b l e  p l a t e  a n d  t h e  t o t a l  d i s c h a r g e  of  s u c k e d - o f f  
f l u i d  v a r y  t o  a s i g n i f i c a n t  d e g r e e  w i t h  t h e  i n i t i a l  t u r b u l e n c e .  
Thus  f o r  e x a m p l e ,  t h e  maximum v a l u e  o f  t h e  d i m e n s i o n l e s s  r a t e  o f  
o p t i m a l  s u c t i o n  o f  t h e  f l u i d  w i t h  a n  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  E = 2 %  i s  

2 = 1.24'10-4, a n d  w i t h  a n  i n i t i a l  t u r b u l e n c e  E = 0 . 2 %  t h e  c o r -
U O  
r e s p o n d i n g  v a l u e  i s  e q u a l  t o  0 . 5 6 ~ 1 0 - ~ .I t  i s  n a t u r a l  t h a t  as  t h e  
i n i t i a l  t u r b u l e n c e  d e c r e a s e s ,  t h e  r e q u i r e d  d i s c h a r g e  of f l u i d  s u c k e d  
f r o m  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  a c r o s s  t h e  p e r m e a b l e  s u r f a c e  o f  a p l a t e  
d e c r e a s e s .  

5 7 

F i g .  6 5 .  O p t i m a l  D i s t r i b u t i o n  o f  t h e  S u c t i o n  R a t e  f o r  a P l a t e  w i t h  

V a r i o u s  S u r f a c e  R o u g h n e s s e s  (1) --- 4; (2) &. = 2; ( 3 )  -d = 1. 
"$: 2" & d d b  

The n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  f r i c t i o n  d r a g  for 
a p l a t e  w i t h  o p t i m a l  s u c t i o n  o f  a l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  a s  a f u n c 
t i o n  of t h e  R e y n o l d s  number  R, w i t h  v a r i o u s  i n i t i a l  t u r b u l e n c e s  a n d  
s u r f a c e  r o u g h n e s s e s  a r e  shown i n  F i g u r e  6 8 .  From t h e s e  d a t a  i f  
f o l l o w s  t h a t  l a m i n a r i z a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  o f  a p l a t e  by 
s u c t i o n  o f  a f l u i d  a c r o s s  t h e  p e r m e a b l e  s u r f a c e  a l l o w s  u s  t o  d e c r e a s e  
s i g n i f i c a n t  1y t h e  h y d r o  dynam i c r e s  i s  t a n c e  . 
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F i g .  6 6 .  O p t i m a l  D i s t r i b u t i o n  o f  t h e  S u c t i o n  R a t e  for a P l a t e  w i t h  
V a r i o u s  S u r f a c e  R o u g h n e s s e s .  

/ 1 8 5  

F i g .  6 7 .  ' l a t  e w i t h  
a Smooth  l o w  

1 5 7  
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F i g .  6 8 .  The C o e f f i c i e n t  o f  F r i c t i o n  R e s i s t a n c e  a s  a F u n c t i o n  o f  
t h e  R e y n o l d s  Number for V a r i o u s  S u r f a c e s  R o u g h n e s s e s  a n d  I n i t i a l  
T u r b u l e n c e s  o f  t h e  P l o w :  (1) O p t i m a l  S u c t i o n  w i t h  E = 0 . 2 % ;  ( 2 )  
t h e  Same w i t h  E = 2 %  ( 3 )  t h e  L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  A c c o r d i n g  t o  
B l a s i u s ;  ( 4 )  A T u r b u l e n t  B o u n d a r y  L a y e r  A c c o r d i n g  t o  P r a n d t l -
S c h l i c h t i n g .  
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Z h u k o v s k i y ,  N . Y e . :  A c o l l e c t i o n  o f  a r t i c l e s ,  M O S C O W ,  G o s t e 
k h i z d a t ,  Vol. 11, 1 9 4 9 .  

K a r p o v ,  K . A . :  T a b l i t s y  i n t e g r a l ' n o y  p o k a z a t e l ' n o y  f u n k t s i i  
( T a b l e s  o f  t h e  I n t e g r a l  E x p o n e n t i a l  F u n c t i o n ) .  M O S C O W ,  1 9 6 2 .  

K o z l o v ,  L . F . :  K r a s c h e t u  p e r e k h o d a  l a m i n a r n o g o  p o g r a n i c h n o g o  
s l o y a  v t u r b u l e n t n y y  z a  o d i n o c h n y m  e l e m e n t o m  s h e r o k h o v a 
t o s t i ,  r a s p o l o z h e n n y m  n a  p o v e r k h n o s t i  t e l a  ( C a l c u l a t i o n  o f  
t h e  T r a n s i t i o n  o f  a L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  t o  a T u r b u l e n t  
One B e h i n d  A S i n g l e  E l e m e n t  o f  R o u g h n e s s  L o c a t e d  o n  t h e  
S u r f a c e  o f  t h e  B o d y ) .  From t h e  b o o k :  T r u d y  T s e n t r a l ' i y  
Nauchno-issledovatel'skiy i n s t i t .  i m .  K r y l o v a .  ( P r o c e e d i n g s  
o f  t h e  K r y l o v  C e n t r a l  S c i e n t i f i c  I n v e s t i g a t i o n  I n s t i t u t e )  
L e n i n g r a d  , S u d p r o m g i z  , p .  1 3 4  , 1 9 5 8 .  

K o z l o v ,  L . F .  : V l i y a n i y a  n a c h a l ' n o y  t u r b u l e n t n o s t i  i f o r m y  
o b v o d o v  n a  p e r e k h o d  i z  l a m i n a r n o g o  v t u r b u l e n t n y y  p o g r a n 
i c h n y y  s l o y  ( T h e  I n f l u e n c e  o f  I n i t i a l  T u r b u l e n c e  a n d  Con
t o u r  S h a p e  o n  t h e  T r a n s i t i o n  f r o m  L a m i n a r  t o  T u r b u l e n t  
B o u n d a r y  L a y e r ) .  From t h e  b o o k :  T r u d y  T s e n t r .  N a u c h - I s s l e d .  
I n s t i t .  i m  K r y l o v a .  ( P r o c e e d i n g s  o f  t h e  K r y l o v  C e n t r a l  
S c i e n t i f i c  I n v e s t i g a t i o n  I n s t i t u t e )  L e n i n g r a d ,  S u d p r o m g i z ,  
p .  1 4 6 ,  1 9 5 9 .  

K o z l o v ,  	L.F .  : Sovremmenyye  i s s l e d o v a n - j y a  v o b l a s t i  s o p r o 
t i v l e n i y a  v o d y  d v i z h e n i y u  s u d o v  ( C o n t e m p o r a r y  I n v e s t ' g a t i o n s  
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i n  t h e  Area  o f  Water R e s i s t a n c e  t o  S h i p s ) .  S u d o s t r o y e n i y e ,  
V o l .  3 ,  1 9 6 0 .  

K o z l o v ,  L . F . :  P e r e k h o d  l a m i n a r n o g o  s l o y a  v t u r b u l e n t n y y  p r i  
s o v m e s t n o m  v o z d e y s t v i i  t u r b u l e n t n o s t i  p o t o k a  i s h e r o k h o v 
a r o s t i  p o v e r k h n o s t i  t e l a  ( T h e  T r a n s i t i o n  o f  a L a m i n a r  L a y e r  
t o  a T u r b u l e n t  One w i t h  S i m u l t a n e o u s  A c t i o n  o f  F l o w  T u r b u 
l e n c e  a n d  S u r f a c e  R o u g h n e s s  o f  t h e  B o d y ) .  I n  t h e  b o o k :  
T r u d y  T s e n t .  N a u c h n o - I s s l e d .  I n s t i t  i m  K r y l o v a .  L e n i n g r a d ,  
S u d p r o m g i z ,  p .  1 4 6 ,  1 9 6 1 .  

K o z l o v ,  L . F . :  P r i b l i z h e n n o y e  i n t e g r i r o v a n i y e  u r a v n e n i y  
l a m i n a r n o g o  p o g r a n i c h n o g o  s l o y a  n a  p o r i s t o y  p o v e r k h n o s t i  v 
n e s z h a y e m o y  z h i d k o s t i  ( A p p r o x i m a t e  I n t e g r a t i o n  o f  t h e  
E q u a t i o n s  o f  a L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  o n  a P o r o u s  S u r f a c e  
i n  a n  I n c o m p r e s s i b l e  F l u i d ) .  Z h u r n a l .  P r i k l a d .  Mekh. i 
T e k h n .  F i z ,  No. 5 ,  1 9 6 2 .  

K o z l o v ,  L.F.: 0 r a s c h e t e  p e r e k h o d a  l a m i n a r n o g o  p o g r a n i c h n o g o  
s l o y a  v t u r b u l e n t n y y  p o d  d e y s t v i y e m  t u r b u l e n t n o s t i  n a b e 
g a y u s h c h e g o  p o t o k a  (A C a l c u l a t i o n  o f  t h e  T r a n s i t i o n  o f  a 
L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  t o  a T u r b u l e n t  One b y  A c t i o n  o f  
T u r b u l e n c e  i n  the L e a d i n g  F l o w ) .  I n z h e n - F i z .  Z h u r n a l ,  Vol. 
3 ,  1 9 6 2 .  

K o z l o v ,  L . F . :  T e o r e t i c h e s k o y e  i s s l e d o v a n i y e  p e r e k h o d a  l a m i n 
a r n o g o  p o g r a n i c h n o g o  s l o y a  v t u r b u l e n t n i y  p r i  n a l i c h i i  
o t b o r a  z h i d k o s t i ,  t u r b u l e n t n o s t i  p o t o k a  i s h e r o k h o b a t o s t i  
p o v e r k h n o s t i  t e l a  (A T h e o r e t i c a l  I n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  
T r a n s i t i o n  o f  a L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  t o  a T u r b u l e n t  One 
i n  t h e  P r e s e n c e  o f  S e l e c t i o n  o f  t h e  F l u i d ,  F low T u r b u l e n c e  
a n d  S u r f a c e  R o u g h n e s s  o f  t h e  B o d y ) .  From t h e  b o o k :  S b .  
s t a t e y  P O  t e o r i i  k o r a b l y a  (A C o l l e c t i o n  o f  A r t i c l e s  o n  S h i p  
T h e o r y ) .  L e n i n g r a d ,  S c i e n t i f i c  a n d  T e c h n i c a l  S o c i e t y  o f  
t h e  S h i p b u i l d i n g  I n d u s t r y  P r e s s ,  1 9 6 3 .  

K o z l o v ,  L . F . :  Ob o p t i m a l ’ n o m  o t s a s y v a n i i  p o g r a n i c h n o g o  s l o y a  
n a  p o r i s t o y  p l a s t i n e  v n e s z h i m a y e m o y  z h i d k o s t i  ( O p t i m a l  
S u c t i o n  of a B o u n d a r y  L a y e r  o n  a P o r o u s  P l a t e  i n  a n  I n 
c o m p r e s s i b l e  F l u i d ) .  I n z h - F i z .  Z h u r n a l ,  N o .  1 0 ,  1 9 6 3 .  

K o z l o v ,  L . F . :  0 r a s c h e t e  o s e s i m m e t r i c h n o g o  l a m i n a r  o g o  
p o g r a n i c h o g o  s l o y a  n a  p o r i s t o m  t e l e  v n e s z h i m a y e m o y  z h i d 
k o s t i  ( C a l c u l a t i o n  o f  a n  A x i s y m m e t r i c  L a m i n a r  B o u n d a r y  
L a y e r  o n  a P o r o u s  Body i n  a n  I n c o m p r e s s i b l e  F l u i d ) .  
1 n z h . - F i z .  Z h u r n a l ,  No. 2 ,  1 9 6 4 .  

K o z l o v ,  L . F . :  P r i b l i z h e n n i y  m e t o d  r a s c h e t a  o p t i m a l ’ n o g o  
o t s a s y v a n i y a  z h i d k o s t i  i z  g r a n i c h n o g o  s l o y a  k r y l o v y k h  p r o 
f i l e y  s p o r i s t o y  p o v e r k h n o s t i  (An A p p r o x i m a t e  Method  for 
C a l c u l a t i n g  t h e  O p t i m a l  S u c t i o n  o f  F l u i d  f r o m  a B o u n d a r y  
L a y e r  o f  Wing P r o f i l e s  w i t h  a P o r o u s  S u r f a c e ) .  Z h u r n .  
p r i k l a d .  Mekhan.  t e k h n .  f i z . ,  No. 3 ,  1 9 6 4 .  

K o z l o v ,  L . F .  a n d  Yu.D. P i k i n :  I n t e g r i r o v a n i y e  n a  v y c h i s 
l i t e l ‘ n o y e  m a s h i n e  u r a v n e n i y a  F o l ’ k n e r a S k e y n  d l y a  s l u c h a y a  
p o r i s t o y  p o v e r k h n o s t i  ( T h e  I n t e g r a t i o n  o n  a C o m p u t e r  o f  
t h e  F a l k n e r - S k a n  E q u a t i o n  f o r  t h e  Case o f  a P o r o u s  S u r f a c e ) .  
From t h e  Book:  I s s l e d o v a n i y e  P O  p r i k l a d n o y  g i d r o d i n a m i k e  
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( I n v e s t i g a t i o n s  i n  A p p l i e d  H y d r o d y n a m i c s ) .  K i e v ,  "Nauk 
Dumka" P r e s s  , 1 9 6 5 .  

K o z l o v ,  L . F . :  0 r a s c h e t e  n e s z h i m a y e m o g o  l a m i n a r n o g o  p o g r a n i 
c h n o g o  s l o y a  p l a s t i n y  s o  s h c h e l o v y m  o t s a s y v a n i y e m  ( C a l c u 
l a t i o n  o f  a n  I n c o m p r e s s i b l e  L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  w i t h  S l o t  
S u c t i o n ) .  I n z h .  - F i z .  Z h u r n a l  , No. 4 , O c t o b e r  , 1 9 6 5 .  

K o z l o v ,  L . F . :  K v o p r o s u  o s v y a z i  mezhdu s o b s t v e n n y m  s o p r o 
t i v l e n i y e m  i k r i t i c h e s k i m  d i a m e t r o m  o d i n o c h n o g o  t s i l i n 
d r i c h e s k o g o  e l e m e n t a  s h e r o k h o v a t o s t i  ( T h e  Q u e s t i o n  o f  t h e  
C o n n e c t i o n  B e t w e e n  t h e  I n t e r n a l  R e s i s t a n c e  a n d  t h e  C r i t i c a l  
D i a m e t e r  o f  a S i n g l e  C y l i n d r i c a l  E l e m e n t  o f  R o u g h n e s s ) .  
From t h e  b o o k :  G i d r o d i n a m k a  b o l ' s h i k h  s k o r o s t e y  ( H i g h  
V e l o c i t y  H y d r o d y n a m i c s ) .  K i e v  , "Nauk.  Dumka" P r e s s ,  
V o l .  1, 1 9 6 5 .  

K o z l o v ,  L .  F .  a n d  A . I .  T s y g a n y u k :  I s p o l ' z o v a n i y e  p o l i n o m o v  
s h e s t o y  s t e n e n i  d l y a  r a s c h e t a  p o g r a n i c h n o g o  s l o y a  p r i  
n a l i c h i i  o t s a s y v a n i y a  ( T h e  Use o f  a S i x t h  D e g r e e  P o l y n o m i a l  
�or C a l c u l a t i n g  a B o u n d a r y  L a y e r  i n  t h e  P r e s e n c e  o f  S u c 
t i o n ) .  P r i k l a d .  M e k h a n . ,  N o .  11, 1 9 6 6 .  

K o z l o v ,  L . F . :  Ob i n t e g r i r o v a n i i  u r a v n e n i y  l a m i n a r n o g o  p o g r a n 
i c h n o g o  s l o y a  n a  p o r i s t o y  p o v e r k h n o s t i  ( T h e  I n t e g r a t i o n  
o f  t h e  E q u a t i o n s  o f  a L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  o n  a P o r o u s  
S u r f a c e ) .  P r i k l a d .  M e k h a n . ,  No. 3 ,  1 9 6 6 .  

K o z l o v ,  L . F . :  K ' v o p r o s u  o b  o p r e d e l e n i i  s o p r o t i v l e n i y a s u d n a  
P O  r e z u l ' t a t a m  b u k s i r o v o c h n y k h  i s p y t a n i y  e g o  m o d e l i  v o p y 
tnom b a s s e y n e  ( T h e  Q u e s t i o n  o f  D e t e r m i n i n g  t h e  R e s i s t a n c e  
o f  a S h i p  A c c o r d i n g  t o  t h e  R e s u l t s  o f  t u g  t e s t s  o f  a m o d e l  
i n  a t e s t  t a n k ) .  S u d o s t r o y e n i y e ,  N o .  3 ,  1 9 5 8 .  

K o z l o v ,  L . F . :  S o v m e s t n o y e  v l i y a n i y e  n a c h a l l n o y  t u r b u l e n t 
n o s t i  i s h e r o k h o b a t o s t i  p o v e r k h n o s t i  n a  o p t i m a l ' n o y e  o t 
s a s y v a n i y e  p o g r a n i c h n o g o  s l o y a  ( T h e  J o i n t  I n f l u e n c e  o f  
I n i t i a l  T u r b u l e n c e  a n d  S u r f a c e  R o u g h n e s s  o n  t h e  O p t i m a l  
S u c t i o n  o f  a B o u n d a r y  L a y e r ) .  From t h e  b o o k :  D o k l a d y  X V I  
N a u c h n o - t e k h n i c h e s k o y  k o n f e r e n t s i i  P O  t e o r i i  k o r a b l y a  
( D o c u m e n t s  o f  t h e  X V I  S c i e n t i f i c - T e c h n o l o g i c a l  C o n f e r e n c e  
on S h i p  T h e o r y ) .  L e n i n g r a d ,  S c i e n t i f i c  a n d  T e c h n i c a l  
S o c i e t y  of t h e  S h i p b u i l d i n g  I n d u s t r y  P r e s s ,  p .  6 6 ,  1 9 6 6 .  

K o z l o v ,  L . F . :  U p r a v n e n i y e  p o g r a n i c n y m  s l o y e m  ( B o u n d a r y  
L a y e r  C o n t r o l ) .  Morskoy  s b o r n i k ,  No. 5 ,  1 9 6 6 .  

K o z l o v ,  L . F .  a n d  A . I .  T s y g a n y u k :  N e s t a t s i o n a r n y y  l a m i n a r n y y  
p o g r a n i c h n y y  s l o y  n a  k r y l e  i t e l e  v r a s h c h e n i y a  p r i  n a l i c h i i  
o t s a s y v a n i y a  i v d u v a n i y a  ( A  N o n s t a t i o n a r y  L a m i n a r  B o u n d a r y  
L a y e r  o n  a Wing a n d  Body o f  R e v o l u t i o n  i n  t h e  P r e s e n c e  o f  
S u c t i o n  a n d  B l o w i n g ) .  From t h e  b o o k :  P r o b l e m y  a e r o g i d 
r o m e k h a n i k i  ( P r o b l e m s  o f  A e r o h y d r o d y n a m i c s ) .  D i e v ,  1 9 6 6 .  

K o z l o v ,  L . F .  a n d  A . I .  T s y g a n y u k :  V l i y a n i y e  v d u v a n i y a  n a  
k h a r a k t e r i s y i k i  l a m i n a r n o g o  p o g r a n i c h n o g o  s l o y a  k r y l a  p r i  
n e u s t a n o v i v s h e m s y a  d v i z h e n i i  ( T h e  I n f l u e n c e  o f  B l o w i n g  o n  
t h e  C h a r a c t e r i s t i c s  o f  a L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r  w i t h  Non
s t a t i o n a r y  M o t i o n ) .  A n n o t a t s i i  d o k l a d o v  n a  V s e s o y u z n o y  
n a u c h n o - t e k h n i c h e s k o y  k o n f e r e n t s i i  P O  p r i k l a d n o y  a e r o d i n a m i k e  
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( A n n o t a t i o n s  o f  D o c u m e n t s  o f  t h e  A l l u n i o n  S c i e n t i f i c - T e c h 
n i c a l  C o n f e r e n c e  o n  A p p l i e d  A e r o d y n a m i c s ) .  K i e v ,  1 9 6 6 .  

2 9 .  K o z l o v ,  L . F . :  A e r o d i n a m i c h e s k i y  r a s c h e t  p o t r e b n o g o  r a s k h o d a  
i p r i y e m n y k h  o r g a n o v  s i s t e m  s h c h e l o v o g o  o t s a s y v a n i y a  l a m i n 
a r n o g o  p o g r a n i c h n o g o  s l o y a  (An A e r o d y n a m i c  c a l c u l a t i o n  o f  
t h e  r e q u i r e d  d i s c h a r g e  a n d  r e c e i v i n g  u n i t s  o f  a s y s t e m  o f  
S l o t  S u c t i o n  o f  a L a m i n a r  B o u n d a r y  L a y e r ) .  From t h e  b o o k :  
A n n o t a t s i i  d o k l a d o v  n a  V s e s o z n o y  n a u c h n o - t e k h n i c h e s k o y  
k o n f e r e n t s i i  P O  p r i k l a d n o y  a e r o d i n a m i k e  ( A n n o t a t e d  Docu
m e n t s  f o r  t h e  A l l - U n i o n  S c i e n t i f i c - T e c h n i c a l  C o n f e r e n c e  
o n  A p p l i e d  A e r o d y n a m i c s ) .  K i e v ,  1 9 6 6 .  

3 0 .  	 K o z l o v ,  L . F . :  Ob u m e n ' s h e n i i  v t o r i c h n i k h  t e c h e n i y  v p r o s 
t r a n s t v e n n o m  p o g r a n i c h n o m  s l o y e  p o s r e d s t v o m  o t s a s y v a n i y a  
z h i d k o s t i  c h e r e z  p r o n i t s a y e m u y u  p o v e r k h n o s t '  ( T h e  Decrease 
i n  S e c o n d a r y  F l o w s  i n  a T h r e e - D i m e n s i o n a l  B o u n d a r y  L a y e r  
C a u s e d  b y  S u c t i o n  o f  F l u i d  A c r o s s  a P e r m e a b l e  S u r f a c e )  
From t h e  Book :  D o k l a d y  X V  n a u c h n o - t e k h n i c h e s k o y  k o n f e r e n t s i i  
P O  t e o r i i  k o r a b l y a  ( D o c u m e n t s  o f  t h e  X V  S c i e n t i f i c - T e c h n i c a l  
C o n f e r e n c e  o n  S h i p  T h e o r y ) .  L e n i n g r a d ,  N T O  SP P r e s s ,  p .  
6 4 ,  1 9 6 5 .  

31. 	 K o z l o v ,  L . F . :  P o g r a n i c h n y y  s l o y  i s o p r o t i v l e n i y e  p l a s t i n y  s o  
s k o l l z h e n i y e m  p r i  n a l i c h i i  o t s a s y v a n i y a  (A B o u n d a r y  L a y e r  
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n a m i k i  ( C o n t e m p o r a r y  P r o b l e m s  o f  H y d r o d y n a m i c s ) .  K i e v ,  
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